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n
te

is
m

u
u

n
n

os
.

b
)

O
so

it
a

d
er

iv
aa

ta
n

F
ou

ri
er

-m
u

u
n

n
ok

se
n

ka
av

a

F
{f
′ (
t)
}

=
iω
F
{f

(t
)}
.

4
.

L
as

ka
m

at
ri

is
in

A
C

h
ol

es
k
y
-h

a
jo

te
lm

a,
k
u

n

A
=

 2
i

0
−
i

2
i

0
−
i

2  .

V
ih
je
:

S
eu

ra
av

is
ta

ka
av

oi
st

a
sa

at
ta

a
ol

la
ap

u
a

te
h
tä
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S3 Välikokeen 2 malliratkaisut ja arvosteluperusteet

Tehtävä 1
Tehtävänä on ratkaista

y(n+ 2) + y(n) = n.

Z-muunnetaan yhtälö puolittain, jolloin annetun kaavan ja muunnosten perus-
teella saadaan.

Z(y(n+ 2)) + Z(y(n)) = Z(n)

z2(Y (z)− y(0)− y1/z) + Y (z) =
z

(z − 1)2

(z2 + 1)Y (z) =
z

(z − 1)2

Ratkaistaan nyt Y (z)/z:n osamurtokehitelmä, jotta voidaan käänteismuuntaa

Y (z)

z
=

1

(z − 1)2(z2 + 1)
=
Az +B

z2 + 1
+

C

z − 1
+

D

(z − 1)2

A(z3 − 2z2 + z) +B(z2 − 2z + 1) + C(z3 − z2 + z − 1) +D(z2 + 1) = 1

⇐⇒


A+ C = 0

−2A+B − C +D = 0

A− 2B + C = 0

B − C +D = 1

Tästä saadaan ratkaisuksi A = 1/2, B = 0, C = −1/2, D = 1/2. Osamurtoha-
jotelma on siis

Y (z)

z
=

z

2(z2 + 1)
− 1

2(z − 1)
+

1

2(z − 1)2

Nyt voidaan kertoa z:lla ja etsiä käänteismuunnokset taulukosta

Y (z) =
z2

2(z2 + 1)
− z

2(z − 1)
+

z

2(z − 1)2

y(n) =
1

2
cos
(nπ

2

)
− 1

2
+
n

2

Myös Residymenetelmällä ratkaisu on ok. Tehtävän ratkaisemisesta osamur-
toa vaativaan tilanteeseen sai 2 pistettä. Osamurrosta / Residylaskusta sai 3
pistettä ja käänteismuunnoksesta 1 piste.

Tehtävä 2
Tehtävänä on laskea cosh(t):n kompleksinen Fourier-sarja välillä π < t < π.

Lasketaan kompleksiset Fourier-kertoimet suoraan määritelmästä
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(
cosh(t) =

et + e−1

2

)
, ω = 1

ck =
1

2π

∫ π

−π

et + e−t

2
e−iktdt

=
1

2π

∫ π

−π

et(1−ik)

2
+
et(−1−ik)

2
dt

=
1

2π

[
et(1−ik)

2(1− ik)
+

et(−1−ik)

2(−1− ik)

]π
−π

=
1

2π

[
eπ(1−ik) − e−π(1−ik)

2(1− ik)
+
eπ(−1−ik) − e−π(−1−ik)

2(−1− ik)

]
; eπik = (−1)k

=
(−1)k

4π

[
(1 + ik)(eπ − e−π)− (1− ik)(e−π − eπ)

1 + k2

]
=

(−1)k

4π(1 + k2)

[
2(eπ − e−π

]
=

(−1)k sinh(π)
π(1 + k2)

Näin ollen kompleksinen Fourier-sarja on

f(t) =

∞∑
k=−∞

(−1)k sinh(π)
π(1 + k2)

eikt.

Täysiin pisteisiin ei tarvinnut sieventää aivan näin paljoa, eksponenttifunk-
tio on riitti. Määritelmästä sai yhden pisteen ja täysin oikeasta laskusta 6p,
virheistä rokotettiin seuraavasti: -2p jos oli laskettu vain reaalinen (kosinit ja
sinit) Fourier-sarja, -2p jos laskussa oli vedottu integraalin parillisuuteen ai-
heetta (cosh(t) on parillinen, eikt ei), pienistä laskuvirhestä -1p.
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