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Fi laskimia eika taulukoita.

1. a) Olkoon u: R?* — R harmoninen funktio. Millé vakioiden a,b € R arvoilla
funktio
U(z,y) = u(az, by)

on harmoninen?
b) Olkoon v: R? — R harmoninen funktio. Milld vakion ¢ € R arvolla
funktio

V:R? =R, V(z,y)=v(3z+ 4y, 4z + cy),

on harmoninen?
2. Tarkastellaan epdhomogeenista lampoyht&loa
U =Ugp +122(1 —2z), O0<2<1,t>0
u(z,0) =0, 0<z<l
u(0,t) = u(1,t) =0, t > 0.

Tarkoituksena on osoittaa, ettd ongelman ratkaisu lédhestyy tasapainotilaa.
a) Maérita yhtélolle ajasta riippumaton tasapainoratkaisu u(z), joka to-
teuttaa Oue,/0t = 0 ja reunaehdot Uy (0) = ue(1) = 0.
b) Osoita funktiota u — u, tutkimalla, ettd alkuarvotehtdvin ratkaisulle
u(z,t) patee u(x,t) < ux(z) kaikilla0 <z <1,¢t > 0. 2
c) Osoita, etta | 2 X —12x
u(z,t) > (1 — e ue(z), 0<z <1, t>0.
Vihje b-c: 2* =222 + 1= (z - 1)(z? —2-1) >0, kun 0 < 2 < 1.
3. Tarkastellaan aaltoyhtélod uy; = Awu arvoilla ¢ > 0 rajoitetussa alueessa
D c R™, jonka reuna 0D on siled. Osoita, ettd ratkaisun u energia

E(t) = %/D(ut(:r:,t)2 + |Vu(z, t)|?) dz

on vakio, kun reunaehtona on u(z,t) = 0 kaikilla x € 4D, t > 0.
Huom: Jos tehtdvé tuntuu hankalalta, voit saada 3 pistettd ratkaisemalla
tapauksen n = 1, jossa Vu = u,.

4. Maarita funktionaalin

ekstremaalit, kun reunaehtoina on y(0) =0, y(1) = 1.
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