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1. (6p) Bestdm l16sningen till differentialekvationen
y'(t) —2y'(t) — 8y(t) = 32t, y(0) =—-1, ¥'(0)=—10.
Losning: Den karakteristiska ekvationen &r
r*—2r—8=0,

och 16sningarna till den dr

4
r=1£v1+ :{ ’2

Detta betyder att den allménna 16sningen till den homogena ekvationen y” (t) —2y/(t) —8y(t) =
0 dr y), = cie*® 4+ cpe 2!, En (partikuliir)ldsning till den ursprungliga (icke-homogena) ekvatio-
nen kan man forska bestimma som y,,(t) = A + Bt. Eftersom y, (t) = B och y, (t) = 0 sa far
vi da vi sitter in dessa uttryck i ekvationen

0—-2B —8A—8Bt = 32t.

Eftersom konstanterna och t-termerna skall vara lika pa bada sidor sa far vi ekvationssystemet

—2B —-8A =0,
—8B = 32,
Av den andra ekvationen foljer att B = —4 och da innebdr den forsta att A = 1. Parti-

kuldrlosningen blir alltsa y,,(¢) = 1 — 4¢ och den allménna lsningen
y(t) = yn(t) + yp(t) = cre® + coe ™ + 1 — 4t,
Nu ir i/ (t) = 4c1e? — 2c5e72" — 4 och d& ger initialvillkoren ekvationssystemet
—1=y0)=c1 +c2+1,
—10 = ¢/(0) = 4¢y — 25 — 4.

Eftersom ¢; = —2 — ¢5 enligt den forsta ekvationen sa blir den andra —10 = —8 —4¢y — 2cp — 4
sa att ¢y = —% och¢; = —g. Losningen ar alltsa
5

1
1) = ——et — —e72 41 — 4t
y(t) 3¢ — 3¢t




2. (6p) For att losa differentialekvationen o/ (t) = 1 — ty(t)?, y(0) = 1 numeriskt kan man
anvinda foljande metod (som man kan visa att har felet O(h*) i ett steg):

ki = hE(tn, yn),
ko = hF(t, + h,yn + k1),
kngu%t-+lhyn + k1 + 1K),
Ynil = (k;1 + ko + 4k3),
(a) Rékna ett steg med steglangden h =0.2.
(b) Forklara varfor det kan vara en god idé att uppskatta felet genom att rikna ut %’/{1 +
ko — 2ks|.
Losning: (a) I detta fall dr F'(t,y) = 1 — ty*,n = 0, ty = 0 och yo = 1 sd att
k1 =02-(1-0-1%) =0.2,
ky=02-(1—(040.2)-(140.2)%) = 0.14240,
k3 =0.2-(1—(04+0.1)(1+0.25-0.2 + 0.25 - 0.1424)%) = 0.17643,
y1 =14 £(0.2+0.14240 + 4 - 0.17643) = 1.1747.

(b) Om man i metoden ovan riknar ut k; och ks och sedan 4,1 = vy, + %(lﬁ + ko) sé
anviander man Eulers forbittrade eller Heuns metod, som ir alldeles fornuftig och som har ett
fel av storleksordningen O(h?) i ett steg. Nu ir

$|k1 + ko — 2ks| = |Gnt1 — Yntal,

sa man anvinder alltsd metoden att rikna pa tva olika sitt och anvidnda absolutbeloppet av
skillnaden mellan resultaten for att uppskatta felet 1 y,,. 1.

k—1)(—1)k
3. (4p) Berdkna summan Z ( 2]2( ) genom att derivara bada sidorna av ekvationen
k=2

ﬁ =1+ x+ 2%+ 2®+--- tvd ginger, multiplicera med en lamplig potens av x och sedan
sdtta in ett lampligt virde for x.

Losning: Nir vi deriverar forsta gangen far vi

1 d 1 d X . =, 1
_ = — = — = k
(1—%)2 drl1 -2 dxzx Z z ’
k=0 k=1
och nér vi deriverar en gang till blir resultatet

2 d 1\ k=2
(1—&:)3:d:1:(1—:c Zk ;k(k_l)x

Om vi nu multiplicerar med 2 s& blir resultatet

1_$ E:k — 1Dz




och genom att vilja x = —1 sa far vi

L k(k—1) (1) 2(=1)? 4
2k (1+1)p 27

k=2

4. (4p) Forklara varfor det i grafen nedan inte d4r mojligt att matcha” noderna till véinster med
noder till hoger, dvs. vilja en méngd bagar som inte har nagra gemensamma dndpunkter och sa
att varje nod till vinster dr dndpunkt for precis en av de valda bagarna.

Losning: Ett tillrackligt och nodvéndigt villkor for att det skall finnas en matchning idr att for
varje delmédngd A av noderna till vinster innehaller midngden av de noder till hger som dr
granne med nagon nod i A minst lika manga element som A. I detta fall kan vi tex. se att
mingden {2, 4,6, 7} har noderna {8,9,12} som grannar och denna méngd innehéller en nod
mindre dn mingden {2,4,6,7}.

S. (4p) Bestdm grannmatrisen for grafen

Om A dr grannmatrisen sa vilken information om grafen far man med kommandona B=A"7;
B(3,5)?



Losning: Grannmatrisen A &r sadan att A(j, k) = 1 om det finns en bage mellan noderna j och
k och 0 annars. I detta fall blir grannmatrisen

(01 01 0 0 0 0]
10101000
01 001T1QO00O0
10001010
01110111
00101000
00011001

00001 01 0

Elementet (3, 5) i matrisen A” sdger hur manga olika viigar med lingden 7 det finns i grafen
fran noden 3 till noden 7.




