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Skriv ditt namn, nummer och ovriga uppgifter pa varje papper!
En riknedosa (godkdnd for studentexamen) dir ett tilldtet hjilpmedel i detta prov!

1. (3p) For vilket virde pa konstanten c #r funktionen u(z,y,t) = 5e~* cos(2(x + y)) en
16sning till den partiella differentialekvationen

Ut(l', y7 t) = C(uxar(xv yﬂ t) + uyy(xa ya t))?
Losning: Genom att derivera far vi

u(z,y,t) = —4e™ " cos(2(z + y)) = —du(z, y, 1),

Uy (2, y,t) = SIH(Q(x +9)),
Upr (T, Yy, 1) = Hcos(2(x + 1)) = —du(z,y,t),
uy(z,y,t) = Sm(2($ +v)),
Uyy (7,9, 1) = —2 -2 " cos(2(z + ) = —4u(z,y,1),

sa vi ser att
1
Ut(m’ Y, t) - —41,6(1], Y, t) - 5(—4U(l‘, Y, t) - 4U<I, Y, t))

vilket betyder att ¢ = 1

(u:c:c(x Y, )"’“yy(xvy’t))?

l\DIH

2. (4p) D& man Idser y ur ekvationen 2%y — y>z + 2x2 = 3 fir man en funktion y(x, z) for
vilken giller y(1,2) = 1. Bestdim med hjélp av (implicit) derivering en approximation av talet
y(1.1,1.9).

Losning: Skriv f(z,y, 2) = 2%y — y®z + 222 — 3 sé att ekvationen &r f(z,y, 2) = 0. Nu giller
f(1,1,2) = 0 sa det stammer faktiskt att y(1,2) = 1. Lat nu Az = 0.1 och Az = —0.1 sa att
1+ Az =1.1ja2+ Az = 1.9 och vi skall rikna y(1 + Az,2 + Az) = 1 + Ay. Eftersom

fA+ Az, 14+ Ay, 2+ Az) — f(1,1,2) =0
sa far vi med linjdr approximation

fo(1,1,2)Az + £,(1,1,2) Ay + f.(1,1,2) Az ~ 0.



Nu ar

fo(,y,2 )—2wy+22
(x Y, 2 ) 3y z,

saatt f,(1,1,2) = 6, f,(z,y,2) = —5 och fz(l, 1,2) = 1 och med hjilp av ekvationen ovan
fér vi

1
Ay ~ ——5(6 :0.14+1-(=0.1)) =0.1.
Saledes dr y(1.1,1.9) ~ 1+ 0.1 = 1.1.

3. (6p) Forklara hur man med hjidlp av Newtons metod approximativt kan 16sa ekvationssy-
stemet

Py+ae+y’ =2,
(z+y)y+ 2%y =1.

Rikna antingen en iteration med startvirdena xo = 1, yo = 1 eller forklara med vilka komman-
don man kan rikna (manga) iterationer med tex. mat lab/octave. Varfor dr det inte en god
1dé att vilja zy = yo = 0 som startvirden?

f(x) = [<x2y+x+y222—2 ] . m

r+y)y+ iy —1

Losning: Vi skriver

och d4 ar
oy | 2zy+1 2 + 2y
F(x) = {y—i—me? x+ 2y + 22%y |
Nu skall vi riakna

Xpi1 = Xn — (%) 7 (x0),
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Om vi fortsitter far vi

 [1.24727  [1.27253 - [1.28248
X2 = 1042604 27 |0.42004]° ** T [0.41851

Imatlab/octave kan vi definiera funktionerna med
F=\A (X) [X (1) *X(2)+X (1) +X(2) "2-2; (X (L)+X(2))*X(2)+X (1) "2xX(2)"2-1]
df=\Q (X) [2+X (1) *X(2)+1,X (1) "24+2*X(2);
X(2)+2*xX (1) *xX(2) "2, X (1) +2+xX(2) +2*X (1) "2xX(2)1;
sedan ge starvirdet med X=[1; 1] och rikna iterationerna genom att upprepa kommandot X=X
- inv(df (X)) ~f (X).

och vi far

Om man som startvérde viljer xo = yo = 0 sa dr f'(xq) = [(1] 8} och denhér matrisen ar

inte inverterbar s man kan inte rikna ut x;.




4. (3p) Om f(x,y)) = xzy(l — x — y) sa finns dess derivatas (gradients) nollstéllen bland

punkterna (3, 5), (0,0), (0,1), (0,—1) och (1,0). Vilka &r derivatans nollstillen?

Losning: Derivatans nollstéllen uppfyller ekvationerna:
fy(@,y) =2(l—z—y) —zy =0

Nu kan vi se att

Fo(3:3) = £2(0,0) = £2(0,1) = £x(1,0) =0,
fy(%a %) = [4(0,0) = £,(0,1) = f,(0,-1) = f,(1,0) =0,
medan f,(0, —1) = —2 # 0 sa alla av punkterna utom (0, —1) &r derivatans nollstillen.

5. (3p) Bestdm det storsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = xy(1 —z—y) i mdngden
{(z,y): 0 <2z <1, 0<y<2x}dvs. triangeln med horni (0,0), (1,0) och (1,2). Anvind de
resultat som getts i uppgift 4. (Men du behover inte ha ridknat den uppgiften for att gora detta!)

Losning: Av de punkter som gavs i uppgift 4 ligger endast (%, %) inne i triangeln, resten antingen

utanfor eller pa randen sa de som ligger pa randen kommer att tas i beaktande om vi riaknar
storsta virdet pa randen.

Forst studerar vi strickan fran punkten (0,0) till punkten (1,0) pa vilken y = 0 och 0 <
x < 1. Eftersom f(x,0) = 0 sa uppnas det storsta och minsta vérdet i tex. punkten (0, 0).

Pa strackan fran punkten (1,0) till punkten (1,2) &rz = 1 och 0 < y < 2 och vi skall
bestimma storsta och minsta virdet av funktionen g(y) = f(1,y) = y(—y) = —y?>. Det storsta
vérdet av denhir funktionen uppnas da y = 0 och det minsta da minsta da y = 2, sa vi skall ta
med i beaktande punkterna (1,0) och (1,2).

P4 strickan fran punkten (0, 0) till punkten (1,2) dr 1 < z < 1 och y = 2x sa vi skall
bestdmma storsta och minsta vérdet av funktionen

h(z) = f(x,2x) = 22*(1 — x — 22) = 22% — 62°.
Derivatan av denhér funktionen dr 0 dd 1/(z) = 4z — 1822 = 0 av vilket f6ljer att z = 0 eller

r = %. Det storsta och minsta virdet pa denhér strickan uppnas alltsa i ndgon av punkterna
(0,0), (2, %) eller (1,2). Till slut riknar vi funktionens virden i de punkter som ir potentiella
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extremvirdespunkter:

f(ov 0) =0,
f(1,0) =0,
f(1,2) = —4,

2 4 8
f(w)—%'



Av detta drar vi slutsatsen att det storsta virdet 2—17 uppnas i punkten (%, %) och det minsta —4 i
punkten (1, 2).

6. (5p) Bestidm maximivirdet av funktionen 2z + y da 2z% + y*> = 9 genom att anviinda en
Lagrange multiplikator. Hur kan man veta att man verkligen hittat det storsta virdet?
Losning: Lat
L(z,y,\) =22 +y + A(22° + 3> — 9).

Av villkoret I/ = 0 far vi ekvationssystemet

24422 =0

14+2yA=0

22 +y* =9 =0.

Av de tva forsta ekvationerna foljer da att zA = yA och sedan x = y (for om A = 0 sa
ar 4o\ = 0 # —2). Av den tredje ekvationen foljer di att 322 = 9 dvs. ¢ = y = ++/3.
Omz =y = \/§sé’1'ar2:c+y = 3v/3 och om z = y = —\/gsé’l'eierqu = —3V/3.
Funktionerna f(z,y) = 2z + y och g(z,y) = (22% + y? — 9 #r kontinuerligt deriverbara och
derivatan [4$ Zy} av ¢ dr noll endast i origo som inte ligger pa kurvan g(x, y) = 0. Dessutom &r
mingden { (z,y) : 222 +y* = 9 } sluten och begriinsad (den ir en ellips) sd att den kontinuerlig

funktionen f uppnar sitt storsta och minsta virde i Lagrange funktionens derivatas nollpunkter.
Det storsta virdet ir alltsi 3v/3 och det uppnas i punkten z = y = /3.




