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Mat-1.1520 Svensksprakig grundkurs i matematik 2
Turbotentamen 31.5.2012

Fylli tydligt pd varje svarpapper samtliga uppgifter. Pa forhérskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutforhér eller mellanforhér med ordningsnummer. Examenprogrammen 8r ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KTA, KON, MAR, MTE, PUU, RRT, TFM, TIK, TLT, TUO, YYT.

Det gar att ANTINGEN skriva sluttentamen ELLER skriva ETT mellanférhér. For mellanforhor
har man 3 timmar pé sig, medan for sluttentamen har man 4 timmar. Pa sluttentamen riknas
I- och Stack-podngen inte langre tillgodo.

Vid denna turbotentamen far varken riknare eller tabellsamlingar anvéindas. Om ni missténker
att det forekommer nagot tryckfel, fraga! Forenkla lampligast svaren. Lamna t.ex inte uttryck pa
formen /9 eller cos 0, utan skriv i stéllet 3 resp. 1. P4 baksidan finns en del FORMLER givna.

MELLANFORHOR 1 omfattar uppgifterna 1, 2 och 3.
MELLANFORHOR 2 omfattar uppgifterna 4, 5 och 6.
MELLANFORHOR 3 omfattar uppgifterna 7, 8 och 9.
SLUTTENTAMEN omfattar uppgifterna 2, 3, 4, 6 och 10.

1. Kurvan r(8) = ((1 + cos(36))/2)"/* pa polar form ger trekls- — ———32
vern i den évre figuren till héger. Berdkna den sammanlagda
arean hos de tre kléverbladen. (Utnyttja symmetrin.)

2. a) Visa att den positiva talserien
s 31 _ \/_+ \/_ + \/__|_ \/,_}_ \/_-|- . konvergerar. (2p.)
b) Eftersom det ror sig om en konvergent positiv talserie, dr 0
naturligtvis en undre grins for seriens summa. Bestdm nagon

Gvre grans for seriens summa. Gransen far gérna vara grov, L N
men skall vara motiverad. (4p.) SRR 5 NS
3. D& en tank tommes under inverkan av grav1tat10nen satisfierar vatske— R G f_’

djupet y(t) differentialekvationen & = % 2= Ay) 8= kYl W)
dir A(y) &r tankens tvérsnittsarea vid vétskedjupet y och k &r en posmv 3 n .
proportionalitetskonstant. =
En tank pa formen av en rit cirkuldr cylinder med radien 7 och héjden }
h fylls med vatten. Tanken tommes pa tiden 7' = 10min genom ett litet |
hal i bottnet. Visa att det tar mindre &n 3min innan tanken tomts till — Om >
halften. “lL‘i -

4. Tva ytor siges skiira varandra vinkelrétt i en punkt, om deras normalvektorer &r vinkelrdta
i punkten. I vilka punkter skir den hyperboliska paraboloiden (sadelytan) f(z,y,z) =
zy— 2z = 0 och den elliptiska paraboloiden g(z,¥, 2) = 3y?+22—z = 0 varandra vinkelréitt?

5. Antag att g(u,v) &r av klass C?(R?) och harmonisk, s& 62¢/9u® + 8%°g/0v* = 0 i hela
uv-planet. Lat A(z,y) = g(z? — y?, 2zy). D4 ir dven h(z,y) av klass C*(R?). Visa att h &r
ocksa harmonisk, dvs. visa att 82h/8z% + 6°h/0y? = 0 i hela zy-planet.

6. Bestim maximala volymen hos ett ritblock, som ryms i tetraedern med hornen (0,0, 0),
(3,0,0), (0,2,0) och (0,0,6) s& att tre av ratblockets sidor sammanfaller med koordinat-

planen. (Se figuren vid uppgift 9 pa baksidan.)

Fortséttning och en del formler pa baksidan.



7. a) Vid en variabelsubstitution v, v, w) = z(u, v, w)T+ y(u, v, w)7+ 2(u, v, w)k i en trip-

pelintegral ersitts volymselementet dV = dzdydz som bekant med |g§3:g,’$))|dudvdw, dar

g(% ar transformationens Jacobian och kan ses som en forstoringsfaktor.

\/Siéz{ att vid overgang till sfariska koordinater p, ¢ och @ via

z(p, ¢,6) = psinpcost, y(p, ¢,0) = psingsinb, z(p, ¢,0) = pcos ¢

blir Jacobianen $E%2 = p2sin ¢. (Dérfor ersétts dV = dzdydz inte med dpd¢dd utan med
o sin ¢dpdddf vid évergang till sfiiriska koordinater.)

b) Anvind sfiriska koordinater till att berdkna [f [, zyz*drdydz,

dir W = {(z,v, z) € R3|z,y > 0,2% + y* + z* < 1} &r en fjardedel av enhetsklotet.

8. V= i’z% + j’% + E%, dvs. nabla (eller del, som den ocksé kallas), &r inte en vektor i vanlig

bemairkelse, trots att den har en 7-"komponent”, en 7 ’komponent” och en E—”komponent”.
Det iir en differentieringsoperator, s rikneregler som giller for vanliga vektorer behover
inte gilla for V.

a) Fér vektorer &',3 € R3 giller det att be (@ x 3) = 0. Ge ett exempel pa ett vektorfalt
Flz,y, 2) av klass C'(R?) sadant att F'e(V x F) = Fe (rot(F)) = Fe(curl(F)) # 0 (inte
identiskt lika med 0; det gor inget om F e (V X F) =0 i somliga punkter). Beriikna ocksa
F o (V % F) i ndgon punkt, dar Fe(VxF)£0.

b) For vektorer @, b € R3 giller det att e (@ x b) = 0. Visa att for alla vektorfalt G(z, y, 2)
av klass C?(R3) giller att V & (V x F) = div(rot(F)) = div(curl(F)} = 0 (identiskt lika
med 0). Ibland kan alltsd en rékneregel, som giller for vanliga vektorer, till synes ha en
motsvarighet fér V.

9. Beriikna flodesintegralen [ [, FeNdS, dar vektorfaltet F(x,y, z) =
327+ 4zk, V &r tetraedern i figuren till hoger med hérnen (0,0, 0),
(3,0,0), (0,2,0) och (0,0,6) och N &r utatriktade enhetsnormalen
pa tetraederns slutna begrénsningsyta OV
a) genom att omvandla den till en volymsintegral med hjélp av
divergenssatsen (Gauss’ sats},

b) direkt som en ytintegral.

10. L&t a > 0. Berikna volymen hos omradet, som finns innanfér den
riita cirkuldra cylindern x2 +y? = 2ay och sfiren z2 +y?+ 2% = 4a?.
Gott rad: pga. kroppens form kan poldra/cylindriska koordinater
vara lampliga.

Nyttiga (?) formler:
cos?t +sin?t = 1,cos?t = (1 + cos(2t))/2,sin*t = (1 — cos(2t))/2

Ha en trevlig sommar och tack for den géngna terminen! Georg M.



