Institutionen for matematik och systemanalys
Aalto-universitetet, hégskolan fior teknikvetenskaper Metsalo

Mat-1.1532 Svensksprakig grundkurs i matematik 3-I1
Tentamen 16.5.2012

Fyll i tydligt pd varje svarpapper samtliga uppgifter. P4 forhorskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutforhor eller mellanférhér med ordningsnummer. Examenprogrammen 4r ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KTA, KON, MAR, MTE, PUU, RRT, TFM, TIK, TLT, TUO, YYT.

Vid denna tentamen far varken réknare eller tabellsamlingar anvindas. Friga, om ni missténker
att det férekommer nagot tryckfel! Observera, att olika (del-)uppgifter kan ge olika antal poéng.

1. En reell, inverterbar kvadratisk matris () séiges vara ortogonal, om QTQ = I.
a) Visa att om €} dr en ortogonal n X n-matris, s& &r dess kolumnvektorer parvis ortogonala
enhetsvektorer (ddrav namnet). (1p.)
b) Visa att om n x n-matrisen ):s radvektorer dr parvis ortogonala enhetsvektorer, sé &r
Q en ortogonal matris. (1p.)
c) Visa att om @ &r en ortogonal n x n-matris, sé dr det(Q) = *1. (1p.)
d) Visa att multiplikation med en ortogonal n x n-matris bevarar skaldrprodukten i R",
dvs. att om %,¥ € R", @ dr en ortogonal n X n-matris och @' = Q#, v = QU, sa ar
i o = we 7. (1p.) (Detta medfér att multiplikation med en ortogonal n x n-matris dven
bevarar geometrin i R", eftersom avstand och vinklar i R™ fas mha. skaldrprodukten.)
e) Visa att om ) &r ett egenvirde till den ortogonala n x n-matrisen @, sd ar [A| = 1. (1p.)

2. a) I planet ges Laplace-operatorn V2 av (V*(f))(z,y) = 6% f/8z2 + 6% f /8y? i rektangulira
koordinater, medan i polidra koordinater ges den av
(V2(g))(r,8) = 8%g/Or* + 10g/0r + 50%g/962.
Bestém alla harmoniska funktioner g i R?, som bara beror pa avstindet fran origo, dvs. s
att g{r,6) = g(r), V3¢ = 0. (3p.)
b) I rummet ges Laplace-operatorn V? av (V2(f))(z,y, z) = 8°f /822 + 0 f | 8y* + 62 f /82°
i rektangulira koordinater, medan i sfariska koordinater ges den av
(V2(R))(p, ¢,0) = 8°h/0p® + 20h/0p + 50°h/O¢" + %LON0¢ + Stz 02/ OH2.
Bestdm alla harmoniska funktloner h i R3 som bara beror pa avsta.ndet fran origo, dvs.
s& att h(p, @,0) = h(p), VZh=0. (3p.)

3. Antag att A &r en 3 x 3-matris med egenva.rdena A1 < Az < A3. Beskriv en metod som kan
anvindas for att berikna matrisen e#*. (3p.)

4. Bestam de asymptotiskt stabila jamviktspunkterna hos det autonoma, icke-linjéra diffe-
rentialekvationssystemet y;(¢) = 1 — y1(t)ya(t), ¥5(t) = ni(t) — (x2(2))®. (6p.)

5. Bestdm svingningstiderna (uttryckta mha. ¢ och L) hos de i tiden periodiska 16sningarna.
till den 1-dimensionella vagekvationen uy(z,t) = ¢® + uz(2,8),0 < z < L,t € R, som
satisfierara randvillkoren u(0,t) = 0, u.(L,t) = 0. (5p.)

(Ekvationen dyker upp hos vissa blasinstrument.)

6. Lat V och W vara tva reella vektorrum och T : V' + W en linjir avbildning frén V till W
(dvs. T(awy + Bvy) = aT'(v1) + BT (v,) for alla vy, va € V och alla a, § € R), som dessutom
ar inverterbar (dvs. 31! = §: W V sddan att SoT = Idy och T' 0 § = Idy, dir Idx
ér identitetsavbildningen pa ett vektorrum X). Visa att S i s8 fall ocksa #r linjar. (5p.)



