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Fyll i tydligt pa varje svarpapper samtliga uppgifter. P4 forhérskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutférhér eller mellanférhér med ordningsnummer. Examenprogrammen dr ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KTA, KON, MAR, MTE, PUU, RRT, TFM, TIK, TLT, TUQ, YYT.

Vid denna tentamen far varken réknare eller tabellsamlingar anvéndas. Fraga, om ni misstanker
att det férekommer nagot tryckfel! Observera, att olika (del-)uppgifter kan ge olika antal poéng.

1. Lat 41, 73,..., U, vara p stycken linjdrt oberoende kolumnvektorer i R™ (= p < m) och lat
A = (U173 ...7p) vara en m X p-matris, vars kolumnvektorer &r vektorerna v1,v3, ..., 4,. Da
ar ATA en inverterbar p x p-matris (pga. det linjéra oberoendet). Lat P = A(ATA)~1 AT,
a) Visa att avbildningen Z — PZ avbildar vektorn £ € R™ pé matrisen A:s kolumnrum
R(A) = Span(vi, 03, . ..,%). (2p.)

b) Visa att P &r en projektionsmatris, dvs. att P? = P. (1p.)
c) Visa att avbildningen &+ PZ &r en ortogonal projektion, dvs. att PZL(Z — PZ). (3p.)
(P ger alltsa ortogonala projektionen pé A:s kolumnrum.)

2. a) I planet ges Laplace-operatorn V2 av (V2(f))(z,y} = 8*f /022 + 8% f /8y? i rektanguléra,
koordinater, medan i poldra koordinater ges den av
(V*g))(r,8) = 8%g/0r? + L8g/0r + 38%9/06°.
Bestam alla harmoniska funktioner g i R?, som bara beror pa avsténdet fran origo, dvs. sa
att g(r,#) = g(r), V?¢ = 0. (3p.)
b) I rummet ges Laplace-operatorn V2 av (V2(f))(x,y, z) = 6*f/0z? + 6 f /0y + B% f / 82*
i rektangulira koordinater, medan i sfériska koordinater ges den av
(V2(R)) (0, ¢,68) = 8°h/Bp" + 20h/0p + 5 5°h/0¢* + 2 OR/0 + s 0%R DG,
Bestém alla harmoniska funktioner 4 i R*, som bara beror pa avstandet frin origo, dvs.
s& att A(p, ¢, 0) = h(p), V?h =0. (3p.)

3. A= ( _74 i) Berikna A" fér allan € N = {1,2,3,...}. (4p.)

4. Bestdm losningen till differentialekvationssystemet Y'(t) = ( ___g ? ) Y(t),Y(0) = ( i )
genom att skriva 16sningen pa formen Y'(t) = c1eM*X) + ;™' X,, dér A; #r egenviirden
och X; egenvektorer. (4p.)

5. Bestdm svingningstiderna (uttryckta mha. ¢ och L) hos de i tiden periodiska l8sningarna
till den 1-dimensionella vigekvationen uy(z,t) = ¢ - Uz (2,¢),0 < z < L,t € R, som
satisfierara randvillkoren u(0,t) = 0,u,(L,t) = 0. (5p.)

(Ekvationen dyker upp hos vissa blasinstrument.)

6. Lat V och W vara tva reella vektorrum och T : V +—» W en linjdr avbildning frén V till W
(dvs. T{av, + fvg) = aT(v1) + BT (ve) for alla vy, ve € V och alla o, § € R), som dessutom
ar inverterbar (dvs. 37! =S : W — V sidan att SoT = Idy och T o S = Idy). Visa
att S isa fall ocksd ar linjér. (5p.)



