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Skriv ditt namn, nummer och dvriga uppgifter pa varje papper!
En riknedosa (godkiind for studentexamen) dr ett tillatet hjilpmedel i detta prov!

Skriv tydligt pa varje papper vilket prov du avligger,
Tentamensuppgifterna dr 5 uppgifter av uppgifterna 1, 2, 5, 6, 9, 12.
Mellanférhorsomtagningsuppgifterna ir:

Mf 1: Uppgifterna 1, 2, 3 och 4.

Mf 2: Uppgifterna 5, 6, 7 och 8.

Mf 3: Uppgifterna 9, 10, 11 och 12.

1. Antagatt f(z,y) = 2%y + 2 + 2y sd att f(—2,1) = 4.
(a) Bestdm med hjilp av linjdr approximering en dvre grins for | f(z,y) — 4| om man vet
att |z + 2| < 0.01 och |y — 1| < 0.02.
(b) Bestdm med hjélp av linjdr approximering hur stor |x + 2| kan vara om man vet att
|y — 1] < 0.01 och man kréver att | f(x,y) — 4] < 0.09.

Losning: Med hjélp av linjar approximering far vi
Ja,y) = F(=2,1) & fo(=2.1)(x — (=2)) + (-2, D)y — 1),
och eftersom f,(z,y) = 2zy + 1 och fy(z,y) = x® + 2 sd éir
fe(=2,1) = =3,
fy(=2,1) =6.
(a) I detta fall blir resultatet
|f(x,y) —4] S | fo(=2,)(z+2)] + | f,(—=2,1)(y — 1)| <3-0.01+6-0.02 = 0.15.
(b) I detta fall géller
F@,y) = 4] S (=2, )@+ 2)] + 1y (~2,1)(y — 1)] < 3}z +2| + 6 0.01.
Nu kommer villkoret | f(x,y) — 4] < 0.09 att var uppfyllt ifall
3|z + 2| +6-0.01 <0.09,
vilket giller om

1
[+ 2] < 5 (0.09 — 0.06) = 0.01.




2. Forklara hur man med hjédlp av Newtons metod approximativt kan bestimma nollpunkter
for derivatan av funktionen f(z,y) = 2%y + 3zy + y*> + x. Rikna antingen en iteration med
startvirdena xg = 1, yo = 1 eller forklara med vilka kommandon man kan rikna (manga)
iterationer med tex. mat lab/octave.

Losning: Det ekvationsystem som man skall 16sa blir

fe(w,y) =22y +34+1=0,
fy(z,y) =224 3x4+2y=0,

och om man nu skriver

( 2zy+3+1 [z
G(X)_<x2+3x+2y)’ X_<y)’

Fron 2y 2x+3
Glx) = (2:c+3 2 )

sa dr

Nu skall man riakna

Xpi1 = X, — G(Xn)_lG(Xn),

(1 2 5\ (6

X1=11) 75 2 6
(1) [(—0.0952381  0.238095 \ (6) _ (0.142857
1 0.238095 —0.0952381 ) \6) =~ \0.142857)

Om man fortsitter far man

och man far

0.194183
—0.308811

o )
~/0.186189
X3 =\ —0.296585
_/0.186141
X4 =\ -0.296535

~( 0.186141
%5 =\ ~0.296535
Imatlab/octave kan vi definiera funktionerna med

G=Q (X) [2*#X (1) *X(2)+3*xX(2)+1; X (1) "2+3xX(1)+2xX(2)];
DG=Q (X) [2%X(2), 2xX(1)+3;2*X(1)+3,2];

sedan ge starvirdet med X=[1; 1] och rikna iterationerna genom att upprepa kommandot X=X
— inv (DG (X)) *xG(X).




3. Teknolog T ville bestimma de lokala extremvirdena for funktionen f(z,y) och hittade en
punkt i vilken gradienten av f var nollvektorn och sedan riknade hon ut andra derivatan av
funktionen i denna punkt. Foljande dag var hennes anteckningar i en enda rora och hon kom
inte ithdg om hon fatt som svar

3 =2 -2 3
f— p— 7
A [3 _J eller B [ 3 _J /

Vilken av matriserna A och B &r den andra derivatan av f och vad for slags extremvardespunkt
ar det eventuellt fragan om?

Losning: Matrisen f”(x) dr alltid symmetrisk eftersom f,, = f,, sa det & B som é&r andra
derivatan av f. Matrisens B determinant dr (—2) - (—1) —3 -3 = 2 — 9 = —7 och eftersom
determinanten dr produkten av egenvirdena sa har egenvirdena olika tecken och det dr fragan
om en sadelpunkt och inte en lokal extremvirdespunkt.

4. Antag att punkterna (xy, yx);_; dr givna och man vill bestimma konstanter « och 3 sa att
y; ~ ae " 4 [e®. Forklara hur detta pa ett enkelt och fornuftigt sitt kan goras. Hérled ett
ekvationssystem ur vilket o och § kan bestimmas. Ge de kommandon i matlab/octave
som behovs for att rikna ut o och 5 (nér (xy, yi)7_, dr givna).

Losning: Ett sétt dr att minimera kvadratsumman

n

fla, B) = %Z(aexi + pe* — yj>2.

k=1

Derivatans nollstdllen bestims av ekvationerna

n

0= fala,B) = Z(Oze’“ + fet — yk>e’”,
k=1

0= fs(a, ) = Z(ae’“ + [et — yk)e“’”“.

k=1

Dessa ekvationer kan skrivas i formen
k=1 k=1 k=1
(St (3] o= e
k=1 k=1 k=1

Nir man anviander mat lab/octave och datapunkerna (zy, yx)}_, &r skrivna i tva rad-
vektorer x ochh y sa kan man rikna ut a och 3 pa foljande sitt:

3

A= [exp(—x);exp(x)];
C= inv (A*A’) xAxy;

och da far man a som C (1) och 3 som C(2).




5. Beriikna integralen // 3rdrdy dir Q = { (z,y) : 2> +y*> < 4,0 < y < —x } genom att
anvinda poldra koordinaterf2
Losning: Nédr man anvinder polédra koordinater, dvs.
x = rcos(f),
y = rsin(f),
s& blir dz dy = rdr df. Eftersom 22 + 3> <4dd0<r <2,y >0da0 <60 <2mochy < —x

da %7‘(‘ << %7? sa ser vi att (x,y) € {2 om och endast om 0 < r < 2 och %ﬂ' < 0 < 7. Darfor
far vi

//Q:cdxdy:[:r (/023rcos(0)rdr> d@:ﬁz (/02r3008(9)> do

4 4

T ™ 8
= 8 cos(f = i —0—8sin(37) = ———.
ﬁﬂ (0)do / 8sin(f) = 0 — 8sin(ym) 7

4 ™

]

6. Skriv ytintgeralen [ ;. g dS som en vanlig dubbelintegral dd g(z,y, z) = (x — y — z)* och
Yiarytanz +y — 22 =2, —1<z<1,0< 2z <2 Dubehover inte rikna ut integralen.

Losning: Eftersom begrinsningarna dr givna for x och z sa viljer vi dem som parametrar och
skriver ekvationen for ytan i formen iy = 2 — x + 2%. Parameterframstillningen av ytan blir d&

r(z,2) =2i+ (2 — 2+ 2%)j + 2j.

Darfor ar
i j k
@x@:(i—j)x@zj—kk):l -1 0
or 0z 0 2 1
-1 0]. 1 0]. 1 -1 ..
=1, 1‘1 ’0 1'J+’0 2Z’k_—1—3+22k.

Av detta foljer att
dS = |—-i—j+ 2zk|drdz = V2 +422dxdz.
Eftersom y = 2 — x + 22 s& fér vi till slut

2 1
//gdS:/ / (x—2+:)5—z2—z)2\/2+422dxdz
B 0 J-1
2 1
:/ / (2$—2—22—z)2\/2+4z2dxdz.
0 J-1

7. Berikna divergensen och rotationen av funktionen f = xi + (z + 2y)j + (z + 2y + 32)k.
Losning: Divergensen ar

0 0 0
f== — 2 — 2 =142 =
\Y4 axa:+8y(a:+ y)+az(x+ Y+ 32) +2+3=6,



och rotationen ar

! J k o P
Vxf=\3 3 52 =| 0= i
T (x42y) (x+2+32) (x+2y) (x+2y+32)
) o I}
oz 9z o oz ay _ . s . . . — 953
T (4 2y +32) I+ (z+2y) ’k 2-0)i-(1-0)j+(1-0k=21i—j+k.

8. Bestdm Iosningen till differentialekvationen
y'(t) + 3y(t) = 13sin(2t), y(0) = 1.
Losning: Den allménna 16sningen till den homogena ekvationen 3/(t) + 3y(t) = 0 ér y,(t) =
ce 3. Vi forsoker bestimma en partikuléirldsning till den ursprungliga ekvationen i formen
yp(t) = Asin(2t) + B cos(2t).
Dé idr y,,(t) = 2A cos(2t) — 2B sin(2t) och for att ekvationen skall géilla méste vi ha
2A cos(2t) — 2Bsin(2t) + 3Asin(2t) + 3B cos(2t) = 13 sin(2t).
Av villkoret att koefficienterna for sinus- och cosinusfunktionerna skall vara lika far vi ekva-
tionssystemet
—2B +3A =13,
2A+3B =0.

Av den andra ekvationen foljer att A = %B sa att den forsta ekvationen ger —25 — %B =13
eller —13B = 26, dvs. B = —2 och A = 3. Den allminna 16sningen till ekvationen &r alltsa

y(t) = yn(t) + y,(t) = ce ™ + 3sin(2t) — 2 cos(2t).
Nir vi sitter in initialvillkoret y(0) = 1 far vi 1 = ¢+ 3 -0 — 2 sd att ¢ = 3. Losningen ér alltsa

y(t) = 3e % + 3sin(2t) — 2 cos(2t).

9. Los differentialekvationen
y'(t) +4y'(t) +20y(t) = 64e™, y(0) =3, ¥'(0)=-2.
Losning: Den karakteristiska ekvationen for den homogena ekvationen y” (¢) 44y (t)+20y(t) =
0 ar
r? +4r +20=0
vilket innebdr att

r=—-2++v4-20=-2+4i.

Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen dr darfor
yn(t) = cre”* cos(4t) + coe™* sin(4t).

Vi forsoker bestaimma en partikulédrlosning till den ursprungliga ekvationen 1 formen
yp(t) = Ae® och eftersom y (t) = 2Ae* och y(t) = 4Ae* sa skall

4Ae% + 8Ae2t + 20Ae* = 64e?t.



Detta innebér att A = 2 och den allménna 16sningen dr
y(t) = yn(t) + y,(t) = cre”* cos(4t) + cpe™* sin(4t) + 2e*.

Eftersom ¢/ (t) = —2c1e™% cos(4t) — 4cie ™2 sin(4t) — 2c9e?! sin(4t) + dege ™ cos(4t) + 4e?
sa ger initilavillkoren ekvationssystemet

3=y(0)=c1+c2-0+2,
—2=9(0) = —2¢; + 4y + 4,
ur vilket vi far ¢; = 1 och ¢ = —1. Losningen till differentialekvationen ar darfor

y(t) = e * cos(4t) — e * sin(4t) + 2.

10.

(a) Vad kan du sidga om f6ljande metod for att berikna approximationer y,, ~ y(nh) till
16sningen av differentialekvationen v'(t) = f (¢, y(t)), y(0) = yo:

ki = hf<tn>yn)>
ko = hf(tn + %h,yn + 3k,
Yn+1 = (k?l + 3]{32 + kg)
(b) Vad avses med beteckningen O(h4) ?

Losning: (a) Om f(¢,y) = 1 sa far man i varje steg ky = ko = k3 = h av vilket foljer att
Yn+l = Yn + gh. Eftersom 16sningen till differentialekvationen dr y(¢) = t + yo sa borde vi
forstas ha y,, .1 = vy, + h. Av detta foljer att den metod r alldeles felaktig eftersom felt i varje
steg dr %h tom. i detta enkla fall och den dr mycket samre dn Eulers metod.

(b) Med O(h*) avses en funktion f(h) s att det finns en konstant C' sd att | f(h)| < Ch*
(da h r tillrackligt liten, om inte nagot annat sags).

oo

27’L
11. Bestdm konvergensradien for potensserien Z

n?+1
vergerar da |z| < R och divergerar (dvs. inte konvergerar) da |z| > R.

22", dvs. ett tal R si att serien kon-

Losning: Vi anvinder kvottestet for att undersoka for vilka viarden pa = som serien konvergerar
absolut och dirfor rdknar vi ut

on+l 2(n+1)

N 2(n?
n—00 o} xr2n n—>oo n? 4+ 2n + 2

Med hjilp av kvottestet ser vi att serien konvergerar da 222 < 1, dvs. da°1 lz| < \/Li och divergerar
d& 2z% > 1, dvs. d& |z| > f Detta betyder att konvergensradien 4r f




12. Antagatt G = (E,V)édreen graf dir V = { (a,b,¢) : a,b,c, € {0,1,2} } och det det finns
en bage mellan (aq, by, ¢1) och (az, bs, co) om och endast om |a; — as| +|by — ba| +|c1 — 2| = 1.
Noderna firgas svarta eller vita sa att tva noder som &r grannar inte har samma fiarg och noden
(0,0,0) blir svart.

(a) Hur manga av noderna blir svarta och hur manga vita?

(b) Vilken firg far noden (1,1, 1)?

(c) Finns det en vig som gar exakt en gang genom varje nod och som startar i (0,0, 0) och

som slutari (1,1, 1)?

Ledning: Det Ionar sig kanske inte att rita ut hela grafen eftersom bilden Iétt blir for komplice-
rad, men du kan istéllet rita ut delgraferna som innehaller noderna { (a,b,0) : a,b € {0,1,2} },
{(a,b,1) : a,b € {0,1,2} } och { (a,b,2) : a,b € {0,1,2} } och sedan beakta hur noderna i
var och en av dessa maste fargas sa att den ursprungliga grafen blir ritt targad.

Losning: Delgrafen med noderna { (a,b,0) : a,b € {0,1,2} } och (0,0, 0) nere till vinster och
(2,2,0) uppe till hger kommer med firgningen att se ut sahr:

® O ®

J

o O o

Noderna (0,0,0) och (0,0, 1) dr grannar och dirfér maste (0,0, 1) vara vit sa om vi ritar upp
delgrafen med noderna { (a,b,1) : a,b € {1,2,3} } sé far vi foljande graf dédr noden nere till
vinster dr (0,0, 1) och noden uppe till hoger &r (2,2, 1).

O ® O

()
N

O ® O

Eftersom noderna (a, b,0) och (a, b, 1) dr grannar ser vi att firgningsvillkoret &r uppfylit.
Noderna (0,0, 1) och (0,0, 2) dr grannar sa noden (0, 0,2) skall vara svart och delgrafen
{(a,b,2) : a,b € {0,1,2} } didr (0,0, 2) dr noden nere till vénster och (2,2, 2) noden uppe till



hoger kommer da att se ut sahér:

® O

.
o

/

o O o

(a) Av noderna dr 14 svarta och 13 vita.

(b) Noden (1, 1, 1) blir vit.

(c) Om det finns en vdg som gar exakt en gang genom varje nod och som startar i (0, 0, 0)
och som slutar i (1,1, 1) sa dr varannan nod svart och varannan nod vit och om den forsta dr
svart och den sista vit sa finns det lika manga svarta och vita noder i vigen vilket inte dr mojligt
om den gar precis en gang genom varje nod.




