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Laske tehtävät 1–2 eri paperille kuin tehtävät 3–5. Muista kirjoittaa jokaiseen paperiin selvästi nimi, opiskeli-
janumero, kurssin nimi ja koodi. Epäselvät vastauspaperit voidaan jättää arvostelematta.

Tehtävät lasketaan korkeakoulun koepaperille. Muita papereita ei tarkasteta.

1.

E

R2

L

R3R1

kuk

Kytkin k avataan hetkellä t = 0 kuvan mukaisessa ta-
sajännitelähteen syöttämässä piirissä, joka on tätä en-
nen jatkuvuustilassa. Laske kytkimen jännite uk(t) kyt-
kimen avaamisen jälkeen.

E = 20V L = 10mH R1 = 2 Ω
R2 = 12 Ω R3 = 4 Ω.
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t/s

u/V

T

u∞

Johda kuvan pulssin Laplace-muunnos.
u(t) = u∞(1− e−t/T ), kun 0 ≤ t ≤ T .

3.

Jk R

L

C u(t)

R Oheinen tasavirtalähteen syöttämä piiri on jatkuvuus-
tilassa ennen hetkeä t = 0, jolloin kytkin k suljetaan.
Laske jännite u(t).

J = 1A L = 100mH C = 400mF
R = 1,2 Ω.

4.

e(t)

R

L C uC(t)

Oheinen vaihtojännitelähteen syöttämä piiri on jatku-
vuustilassa ennen hetkeä t = 0, jolloin kytkin avataan.
Laske kondensaattorin yli oleva jännite uC(t) kytkimen
avaamisen jälkeen.
e(t) = ê sin (ωt+ ϕ)

ê = 4V ω = 1 rad/s ϕ = 45◦

R = 2 Ω L = 2H C = 1F.

5.

e(t) j(t)R2

R1C Laske resistanssin R2 pätöteho, kun e(t) = sin(ω1t) V
ja j(t) = 1 + 2 sin(ω2t) A.

ω1 = 2 rad/s ω2 = 3 rad/s R1 = 2 Ω
R2 = 2 Ω C = 1F.



Laplace-muunnostaulukko

Määritelmä

1. f(t) F (s) = L{f(t)} =
∫ ∞

0

f(t)e−stdt

Laplace-muunnoksen ominaisuuksia

f(t) F (s) = L{f(t)}

2. A1f1(t) +A2f2(t) A1F1(s) +A2F2(s)

3.
d

dt
f(t) sF (s)− f(0)

4.
dn

dtn
f(t) snF (s)−

n
∑

i=1

sn−if (i−1)(0)

5.

∫ t

0

f(τ)dτ
1

s
F (s)

6. (−t)nf(t)
dn

dsn
F (s)

7. f(t− a)ε(t− a) e−asF (s)

8. f(t+ a) eas(F (s)−
∫ a

0

e−stf(t)dt)

9. e−atf(t) F (s+ a)

10. f(at)
1

a
F
( s

a

)

11. jaksollinen funktio f(t) = f(t+ T )
F1(s)

1− e−sT
, F1(s) = yhden jakson muunnos

12. f1(t) ∗ f2(t) =

∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ F1(s)F2(s)

13. f(0+) = lims→∞ sF (s)

14. f(∞) = lims→0 sF (s), jos loppuarvo on olemassa

Muunnospareja

f(t) F (s) = L{f(t)}

15. δ(t) 1

16. aε(t)
a

s

17. t
1

s2

18.
tn

n!

1

sn+1

19. e−at
1

s+ a

20. e−at − e−bt
b− a

(s+ a)(s+ b)

21. sin(ωt)
ω

s2 + ω2

22. cos(ωt)
s

s2 + ω2

23. sinh(at)
a

s2 − a2

24. cosh(at)
s

s2 − a2

25. e−at sin(ωt)
ω

(s+ a)2 + ω2

26. e−at cos(ωt)
s+ a

(s+ a)2 + ω2

27.
e−attn

n!

1

(s+ a)n+1

28.
t

2ω
sin(ωt)

s

(s2 + ω2)2

29. [ε(t)− ε(t− π/ω)] sin(ωt)
(

1 + e−πs/ω
) ω

s2 + ω2



0.1

E

R2

L

R3R1

kuk

Kytkin k avataan hetkellä t = 0 kuvan mukaisessa ta-
sajännitelähteen syöttämässä piirissä, joka on tätä en-
nen jatkuvuustilassa. Laske kytkimen jännite uk(t) kyt-
kimen avaamisen jälkeen.

E = 20V L = 10mH R1 = 2 Ω
R2 = 12 Ω R3 = 4 Ω.

Alkuarvot (t = 0−):

IL0 =
E

R2 +
R1R3

R1 +R3

· R1

R1 +R3
=

R1

R1R2 +R3R3 +R3R1
·E =

2

80
· 2A =

1

2
A

Reunaehdot:

u(0+) = E −R2IL0 = (20− 12 · 1
2
)V = 14V

u(∞) =
R3

R2 +R3
·E =

4

16
· 20V = 5V

Virran reunaehdot:

i(0+) = IL0

i(∞) =
E

R2 +R3

Piirin jänniteyhtälö:

E = (R2 +R3)i+ L
di

dt

Ratkaisu on muotoa
i = A+Best

Ratkaistaan A ja B reunaehdoista, koska i(∞) 6=∞, tulee olla s < 0.

i(0+) = IL0 = A+B

u(∞) =
E

R2 +R3
= A

josta saadaan

A =
E

R2 +R3

B = IL0 −
E

R2 +R3

Ratkaistaan s differentiaaliyhtälöstä:

E = (R2 +R3)(A +Best) + LsBest = (R2 +R3)A+ (R2 +R3 + Ls)Best

(R2 +R3 + Ls)Best = E − (R2 +R3)A = E − (R2 +R3)
E

R2 +R3
= 0

(R2 +R3 + Ls) = 0⇒ s = −R2 +R3

L
.

Siis

i =
E

R2 +R3
+

(

IL0 −
E

R2 +R3

)

e−
R2+R3

L
t

edelleen

u = E −Ri = E −R2

[

E

R2 +R3
+

(

IL0 −
E

R2 +R3

)

e−
R2+R3

L
t

]

Tulos

u =
R3

R2 +R3
E +

(

R3

R2 +R3
E −R2IL0

)

e−
R2+R3

L
t = (5 + 9e−1600t)V
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t/s

u/V

T

u∞

Johda kuvan pulssin Laplace-muunnos.
u(t) = u∞(1− e−t/T ), kun 0 ≤ t ≤ T .

u(t) = u∞(1− e−t/T [ε(t)− ε(t− T )]

= u∞

[

ε(t)− ε(t− T )− e−t/T ε(t) + e−
t−T+T

T ε(t− T )
]

= u∞

[

ε(t)− ε(t− T )− e−t/T ε(t) + e−1e−
t−T

T ε(t− T )
]

U(s) = u∞

[

1

s
− 1

s
e−Ts − 1

s+ 1
T

+
1

e
· 1

s+ 1
T

e−Ts
]

= u∞

[

1

s

(

1− e−Ts
)

− 1

s+ 1
T

(

1− 1

e
· e−Ts

)]

= u∞

[

1

s

(

1− e−Ts
)

− T

Ts+ 1

(

1− e−(Ts+1)
)

]



0.3

Jk R

L

C u(t)

R Oheinen tasavirtalähteen syöttämä piiri on jatkuvuus-
tilassa ennen hetkeä t = 0, jolloin kytkin k suljetaan.
Laske jännite u(t).

J = 1A L = 100mH C = 400mF
R = 1,2 Ω.

IL0
= 0, UC0

= R · J = 1,2V

R
2

sL

1
sC

UC0

s

U(s) U(s) =
R
2 + sL

R
2 + sL+ 1

sC

· UC0

s

U(s) =
s+ R

2L

s2 + R
2Ls+ 1

LC

· UC0
=

s+ 6

s2 + 6s+ 25
· 1,2 =

s+ 6

(s+ 3)2 + 16
· 1,2

= 1,2 ·
[

s+ 3

(s+ 3)2 + 16
+

3

4
· 4

(s+ 3)2 + 16

]

u(t) = 1,2e−3t ·
[

cos(4t) +
3

4
sin(4t)

]

V, kun t ≥ 0



0.4

e(t)

R

L C uC(t)

Oheinen vaihtojännitelähteen syöttämä piiri on jatku-
vuustilassa ennen hetkeä t = 0, jolloin kytkin avataan.
Laske kondensaattorin yli oleva jännite uC(t) kytkimen
avaamisen jälkeen.
e(t) = ê sin (ωt+ ϕ)

ê = 4V ω = 1 rad/s ϕ = 45◦

R = 2 Ω L = 2H C = 1F.

Lasketaan kondensaattorin jännite ja kelan virta jatkuvassa tilassa osoittimien avulla.

E

R

jωL
1

jωC
UC

IL

E =
ê√
2
/ϕ = 2

√
2/45◦V

Kondensaattorin jännite saadaan jännitteen jaolla:

UC =

jωL

1− ω2LC

R+
jωL

1− ω2LC

E =
jωL

R− ω2LCR+ jωL
E =

j2

2− 4 + j2
2
√
2/45◦V = 2/0◦V

Kelan virta saadaan kondensaattorin jännitteen avulla, koska molempien komponenttien yli on sama jännite:

IL =
UC
jωL

= 1/− 90◦A

Siirrytään takaisin aika-alueeseen, jolloin saadaan:

uC(t) = 2
√
2 sin(t)V iL(t) =

√
2 sin

(

t− π

2

)

A

Alkuarvoiksi hetkellä t = 0 saadaan:

UC0
= uC(t = 0) = 0V IL0

= iL(t = 0) = −
√
2A

Piiri Laplace-muunnoksen jälkeen:

sL

LIL0

1

sC
UC(s) UC(s) = −

1

sC
1

sC
+ sL

LIL0
=

−1
s2LC + 1

L IL0
=

√
2

s2 +
1

2

Siirrytään takaisin aika-alueeseen, jolloin saadaan:

uC(t) = 2 sin

(

1√
2
t

)

V, kun t ≥ 0



0.5

e(t) j(t)R2

R1C Laske resistanssin R2 pätöteho, kun e(t) = sin(ω1t) V
ja j(t) = 1 + 2 sin(ω2t) A.

ω1 = 2 rad/s ω2 = 3 rad/s R1 = 2 Ω
R2 = 2 Ω C = 1F.

Resistanssin R2 virta DC:llä:
I0 = 1A.

Kulmataajuudella ω1, kun E1 = 1/
√
2V

I1 =
E1

R2 +
1

jω1C

= 0,343/0.245A

Kulmataajuudella ω2, kun J2 = 2/
√
2A

I2 =

1

jω2C
1

jω2C
+R2

J2 = 0,2325/− 1,4056A

Kokonaisteho = R2 ∗ (|I0|2 + |I1|2 + |I2|2) = 2,3434W


