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1. 21r-jaksollisen funktion f: lR--+ C diskreetti Fourier-muunnos d = [d0 , d1, ... , dN_1JT E 
JRN maaritelliifin vaatimalla, etta 

N-1 

f(tk) = L dj eijtk' 
j=O 

k = 0, 1, ... , N - 1, 

missa tk = 21rkjN, k = 0, 1, ... , N- 1, jaNE N. 

Olkoon N = 16. Kuvan 1 alikuvissa on esitetty neljan (21r-jaksollisen) funktion 
diskreetit Fourier-muunnokset: 

h(t) = { 
8
' 

0, 
O~t<1rj2, 

7r/2 ~ t < 27r, 

Paattele, mika diskreetti Fourier-muunnoos liittyy mihinkin funktioon? Perustele 
vastauksesi lyhyesti. (Vihje: Huomaa, etta h on reaaliarvoinen ja parillinen.) 
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Kuva 1: Neljan funktion diskreetit Fourier-muunnokset arvolla N = 16. Jokaisessa aliku­
vassa (a)- ( d) ylempi kuvaaja on Re(d) ja alempi Im(d) (vektorin d indeksin funktiona). 



2. Maaritellaan alkuarvo-ongelmalle 

x'(t) = f(t, x(t)), x(O) = x0 , (1) 

numeerinen ratkaisumenetelma 

j = 0, 1, ... ' 

missa tJ = jh ja h > 0. (Voit olettaa, etta f : lR x lR-+ lR ja x : lR-+ JR.) 

(a) Osoita, etta kyseessa on (vahintaan) ensimmaisen kertaluvun menetelma. Toi­
sin sanoen todista, etta (1):n tarkka ratkaisu x(t) toteuttaa 

x(T +h)= x(T) + h( llj(T, x(T))- 10f(T + h, x(T) + hj(T, x(T)))) + O(h2
) 

olettaen, etta f on riittavan silea pisteen T ~ 0 ymparistossa. Miksi mene­
telman sanotaan olevan ensimmaista kertalukua, vaikka virhetermin O(h2 ) eks­
ponentti on kaksz? 

(b) Sovella menetelmaa tilanteeseen f(t, x) =AX, missa lR 3 A< 0. Milia askelpi­
tuuden h > 0 arvoilla patee, etta 

~im Xj = 0? 
J-700 

(c) Soveltuuko tama menetelma kankeiden tehtavien ratkaisemiseen paremmin vai 
huonommin kuin ( eksplisiittinen) Eulerin menetelma? Perustele vastauksesi. 

3. Diskretoi tehtava 

{ 
u"(x)- u(x) = J(x), 
-u'(O) = u'(1) = 0, 

xE(0,1), 

kayttaen differenssimenetelmaa pisteiston XJ = jh = jj(m+ 1), j = 1,2, ... ,m, 
suhteen. Toisin sanoen muodosta approksimatiivinen matriisiyhtalO 

Auh = bh, 

missa A E IRmxm, bh E IRm ja IRm 3 uh ~ [u(x1), u(x2 ), ... , u(xm)JT. Todista lisaksi, 
etta kerroinmatriisi A on kaantyva. 

Voit kayttaa hyvaksi seuraavia tietoja: 

(i) 

(ii) 

(iii) Matriisi 

j = 1,2, ... ,m. 

1 
u'(O) = 

2
h (- 3u(O) + 4u(h)- u(2h)) + O(h2

), 

1 
u'(1) = 

2
h ( u(1- 2h))- 4u(1- h)+ 3u(1)) + O(h2

). 

h 1 
/:).N-N = h2 

-2/3 2/3 
1 -2 1 

1 -2 1 

1 -2 1 
2/3 -2/3 

on negatiivisesti semidefiniitti, eli aT!::.'fv_Na ~ 0 kaikilla a E IRm. 


