Aalto-yliopisto Hyvonen /Kinnunen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Mat-1.1040 Matematiikan peruskurssi L4

3. vilikoe 19.4.2013 klo 10:00-12:00.

1. 2n-jaksollisen funktion f : R — C diskreetti Fourier-muunnos d = [dg, dy, ..., dy_4]' €
RY masritellasin vaatimalla, etti

N-1

fte) =3 ™, k=01,...,N~1,
7=0

missd ty = 27k/N, k=0,1,...,N—1,ja N € N.

Olkoon N = 16. Kuvan 1 alikuvissa on esitetty neljain (2n-jaksollisen) funktion
diskreetit, Fourier-muunnokset:

16 5 8, 0<t<n/2
t) = —e ¢ 0<t<2n, =2 " = ’
hit) = 7=e st<im  BO=\y  sp<i<on

fa3(t) = 4cos*(t) — e, Falt) = (¥ — 7312,

Péattele, mika diskreetti Fourier-muunnoos liittyy mihinkin funktioon? Perustele
vastauksesi lyhyesti. (Vihje: Huomaa, ettd fi on reaaliarvoinen ja parillinen.)
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Kuva 1: Neljan funktion diskreetit Fourier-muunnokset arvolla N = 16. Jokaisessa aliku-
vassa (a)—(d) ylempi kuvaaja on Re(d) ja alempi Im(d) (vektorin d indeksin funktiona).



2. Madritelldan alkuarvo-ongelmalle

z'(t) = f(t,z(t)),

numeerinen ratkaisumenetelma

x(0) = zo,

zjp = &5+ h(11f (85, 25) — 10f (t1, 25 + hf (5, 25))),
missd ¢; = jh ja h > 0. (Voit olettaa, ettd f :RxR -5 Rjaz:R— R.)

j=0,1,..

Al

(a) Osoita, etti kyseessd on (vahintddn) ensimmaéisen kertaluvun menetelmi. Toi-

sin sanoen todista, cttd (1):n tarkka ratkaisu x(¢) toteuttaa

(T4 h) = (1) + h(llf(T, x(T)) ~10f (7 4 h,z(7) + hf(T,:c(T)))) + O(h?)

olettaen, ettd f on riittivan siled pisteen 7 > 0 ymparistossd. Miksi mene-
telmén sanotaan olevan ensimmdistd kertalukua, vaikka virhetermin O(h?) eks-

ponentti on kaksi?

(b) Sovella menetelmid tilanteeseen f(t,z) = Az, missd R 3 A < 0. Milla askelpi-

tuuden h > 0 arvoilla pitee, etté

limz; =07
j—o0

(c) Soveltuuko tdmé menetelmd kankeiden tehtdvien ratkaisemiseen paremmin vai
huonommin kuin (eksplisiittinen) Eulerin menetelma? Perustele vastauksesi.

3. Diskretoi tehtdva

{ u'(z) — u(z) = f(z),

—/(0) = /(1) =0,
kiyttden differenssimenetelmdd pisteistén z; = jh = j/(m+1), 7 = 1,2,...,m,
suhteen. Toisin sanoen muodosta approksimatiivinen matriisiyht#lo

Aul = b,

missi A € R™*™ b € R™ ja R™ 3wl = [u(z;), u(zs), . . ., u(z,)]". Todista lisaksi,

etté kerroinmatriist A on kdantyva.

Voit kdyttad hyviksi seuraavia tietoja:

(1)

' (a5) = oy ((51) = 2u(e) + u(zzn) + O,

€ (0,1),

i=12,...

— 3u(0) + 4u(h) — u(2h)) + O(h?),

(1) = o (u(1 — 21)) — du(l - h) + 3u(1)) + O(2).
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on negatiivisesti semidefiniitti, eli aTA%_ ya < 0 kaikilla a € R™.

, M.



