Aalto-yliopisto Hyvénen/Kinnunen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Mat-1.1040 Matematiikan peruskurssi L4

4. vilikoe 30.5.2013 klo 14:00-16:00.

1. Muodosta reuna-arvo-ongelmalle

—u"(x) + u(x) =z, z € (0,1), 1)
—u'(0) =0, '(1)+u(l)=0,
variaatioformulaatio. Miké on tissi tapauksessa testifunktioavaruus V7
Hae variaatioformulaation avulla tehtivin (1) ratkaisulle Galerkin-approksimaatio
aliavaruudesta

Vi, =span{l,z} C V.
(Riittd4, ettd muodostat Galerkin-approksimaatiota vastaavan matriisiyhtélon, mut-
ta sinun ei tarvitse ratkaista siti.)

2. Kun lampoyhtalon alku- ja reuna-arvo-ongelma

u(@, 1) = Upe (@, ), (2,t) € (0,1) x [0, 00),
uw(0,t) = u(1,t) =0, t € [0,00),
u(z,0) = f(x). z € (0,1),
paikkadiskretoidaan péidytddn tavallisen differentiaaliyhtélon alkuarvo-ongelmaan
@Y (t) = Ab_pul(t), u(0) = f*, (2)

kaikilla ¢ > 0. Tassd f* = [f(21),..., f(x)]T ja u(t) = [u(21,t), ..., u(@,,1)]7,
missd 2; = jh ja h = 1/(m + 1) on hilavakio.

(a) Millainen on differenssimatriisi A%_, € R™*™? (Riittdd, cttd muistat raken-
teen — todistaa ei tarvitse, mutta toki saa.)

(b) Esitd jokin (jarjellinen) numeerinen menctelmé paikkadiskretoidun ongelman
(2) ratkaisemiseksi. Valitse aika-askelecksi 6 > 0 ja merkitse vektorilla uf
aikahila-arvon u"(kd) approksimaatiota, missi k = 0,1,2,... .

(c) Milld aika-askeleen & > 0 arvoilla menetelmési on (varmasti) stabiili, eli pétee

lim uf =0 € R™ ?
k—ro0
Perustele vastauksesi.
Vihje 1: Matriisin A%, € R™*™ ominaisarvot toteuttavat ehdon 0 > Ay > Ay >
ce > Aoy > Ay, > —4/R2
Vihje 2: Mille tahansa matriisille B € R"*™ pitee

lim B* =0 € R™™,
k—oo

jos ja vain jos B:n ominaisarvot pi, ..., ftn, toteuttavat [p;| <1, 7 =1,... m.

3. Kun aaltoyhtélon Dirichletin alku- ja reuna-arvo-ongelma

w(2,1) = g (1), (@,t) € (0,1) x [0, 00),
u(0,t) = u(l,t) =0, t €[0,00),
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(x), z € (0,1),

paikkadiskretoidaan, piaidytédsn tavalliseen toisen asteen alkuarvo-ongelmaan
@"'(t) = Ab_pu'(t),  u"(0)=f" (W")(0)=g", 3)

kaikilla ¢ > 0. Tassd f* = [f(21), ..., f(@n)]T € R™, g" = [g(21),....g(xn)]T € R™

ja ul(t) & [u(wi,t), ..., u(zm, t)]T, missi x; = jh ja h = 1/(m + 1) on hilavakio.

Johda tehtéville (3) numeerinen ratkaisumenetelmé:
(a) Palauta paikkadiskretoitu ongelma (3) ensimméisen kertaluvun systeemiksi
("Y' (t) = Mul(t), (4)

missi M" € R ja wh : [0, 00) — R?™. Minki alkuchdon w" toteuttaa?

(b) Sovella tehtividn (4) implisiittistd Eulerin menctelméd, joka tuottaa jonon
wh € R¥™, k=0,1,2..., missi w} ~ w'(kd) ja § > 0 on aika-askel.
(¢) Todista, etti
lim wf = 0 € R*™
k—oo

kaikilla aika-askelpistuuksilla & > 0. Onko tdmé toivottu ominaisuus fysikaali-
sesta nikokulmasta?

Vihje 1: Voit olettaa tunnetuksi, ctté matriisin A" € R*™*?™ kaikki ominaisarvot
ovat imaginéérisid (eli kompleksilukuja, joiden reaaliosa on nolla).

Vihje 2: Tehtévin 2 vihje 2.



