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Esitd kuvan partikkelin (massa m) liikeyhtélot, kun par-
tikkelin asemaa kuvataan kulmilla 6 ja ¢. Kiéytd yhtidlod
F =ma pallokoordinaatistossa. Lanka, jonka pituus on [, on
venymaéton ja massaton. (6 p.)

Ohuesta kiekosta (séde r) ja akselista OC koostuva kappale
on niveldity pisteeseen O kuvan mukaisesti. Kiekko vierii
liukumatta s.e. sen keskipiste C liikkuu vakiovauhdilla ja
tekee tidyden kierroksen z-akselin ympiri kuvan osoittamaan
suuntaan ajassa 7. Kiyttden jdykédn kappaleen suhteelli-
sen liikkeen kaavoja, méiritd kiekon kulmanopeuden & ja
kulmakiihtyvyyden & lausekkeet lausuttuina kuvan akseliin
kiinnitetyn zyz-koordinaatiston kannassa @, f, l?) (z-akselin
suunta ei muutu). (6 p.)

Johda huolellisesti kuvan symmetrisen hyrrin liikeyhtildiden
ZO = ]\70 (tdssd O viittaa kuvan origoon) komponenttimuoto
vilikoordinaatiston suunnalle €. Hitausmomentit origon
suhteen vilikoordinaatistossa ovat Ioc = I, I, = I¢e = Iy ja
hitaustulot ovat nollia. (6 p.)

Kuvan tasoheilurissa partikkeli (massa m) on asetettu roik-
kumaan massattomaan jouseen (jousen jousivakio k ja
lepopituus /). Muodosta systeemin yleistettyjen voimien
lausekkeet sekd médritd partikkelin liikeyhtédlot kédyttden La-
grangen menetelmid, kun yleistettyind koordinaatteina ovat
kuvassa esitetyt  ja 6. (6 p.)

Kuvan systeemi koostuu kahdesta massasta
ja kolmesta lineaarisesta jousesta. Jouset ovat
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lepopituuksissaan siirtymien x; ja xo arvoilla
nolla. Muodosta systeemin Lagrangen funktio
ja médritd systeemin liikeyhtilot. (6 p.)




Kul-49.1100 Dynamiikka I; kaavoja
PERUSTEET

Perussuureet paikka 7 [m], aika 7 [s]. voima I [N], massa m [kg]
Johdannaissuureita nopeus ¥ =7, kiihtyvyys @ =¥, liikemadrd p=mv, liikemadrin
momentti [, = p % p, voiman momentti M = px F , voiman impulssi 7 = [z,Fdt, voiman

. . « ¥ - — . . 2 . —J .
momentin impulssi J = [; p x Fdt, liike-energia 7' = mv* /2, voiman teho P = F-¥, voiman tyo
W =[F-di =[Pdt
Peruslait liikelaki /= md, voiman ja vastavoiman _mr:ﬂc = |W.:

Konstitutiivisia yhteyksiii jousi F* = k(I -1,), vaimennin F =c/, gravitaatio ¥ =mg,
Coulombin liikekitka F = 14N, Coulombin lepokitka | F|< x4 N , sysdysyhtilo

e = (v =)/ - )

KINEMATIIKKAA ERI KOORDINAATISTOISSA
Karteesinen koordinaatisto 7 = >.w+\<w+n\m & v=xi+yj+ik & a n..f4+\.¢m.+.n.>x,
Napakoordinaatisto 7 =ré, & v =7é, +z\.ms & a= Qulw&mvmx iwm& - \&.vm&

el s 28D n s s
Ratakoordinaatisto v=5¢ & a=(5"/p)e,+5¢

Suhteellinen liikke 7 =7+ p & V=V +V,+0xp & d=dp +d, +AX p+ @ X (DX p)+20 XV,

ALKUARVOTEHTAVIEN RATKAISUJA
Diff. yht. 1>0 & x(0)=xy & X(0)=vy < ratkaisu

e 2

X=ap ... = x(t) =xo +vot +apt” /2

w2 :

X+opx=0 ... = x(1) = xg cos(w, 1) +vy/ @, -sin(@,1)

o 2 5 2y D . )

Xt+opx=1 ... S x(t)=(xg =1/ wy)cos(w,t)+vy/ @, -sin(@,t) +1'/ @,

@ 42 ; vy . r

Xt+ox=1cosort... & x(1)=xycos(@,l)+ km:z%:c +———[cos(@,1) - cos(w,1)]
, Wy, — @~

" : Ry SO i

X¥tasinx=0... = X°/2Facosx=xp5/2Facosxy

JAYKAN KAPPALEEN TASOLIIKE (X¥/xy-tasossa)
Kulmanopeus ja -kiihtyvyys & = Ok =0k & a=a
Jiykiin kappaleen partikkelin liike vp =V, +@x pap & dp =dp +d x pap + @ x (D X pAp)

Kontaktityyppejii nivel vp =Vp: & ap =adp, vieriminen vp = vpr, liukuminen 7i-vp =7i-vpr
Translaatio liikeyhtalot ' = mas & Mo =0
Rotaatio liikeyhtilst F = md uE?wx\m.»m leum»nv & :» = »Ku (A kiinted)

Yleinen tasoliike liikeyhtalot F =mad. & Mq = Iod

Kul-49.3100 Dynamiikka II; kaavoja

KINEMATIIKKAA ERI KOORDINAATISTOISSA

Kantavektorin muutosnopeus {¢} = E:S\_ {e} =[Q]{e} tai e=Qxe
Sylinterikoord. 7 =ré, +zé,, V=F& +rdéy+zé,, a=(F-r 12)e, + (20 + r$)éy+2e,

Pallokoordinaatisto 7 =ré,, ¥ = ¢, +rdsin0é, +rég,

i=(F-r0>-r§? sin® 0)é, + (270 +r6 - x&u sin 6 cos 0)éy + (27 sin O +2rfp cos 6 + r¢ sin 0)ép

JAYKAN KAPPALEEN KINEMATIIKKA
Jiykiin kappaleen partikkelin liike vp =V +@x ppp. dp =dp +@X pap +@x (DX pap)

Eulerin kulmat (Klassillinen mekaniikka) ¢ ).y, y/(.y:

Q=08; +ds02, +fc0é, & d=Q+yé, =By +dsOsy)i +(gsOcy —Osy ) +(deb +y)k

S

Jiiykiin kappaleen suhteellinen liikke & = Q + o, & a= A +d, +Qx o,

JAYKAN KAPPALEEN KINETIIKKA

Massan vaikutusmitat m=>"m; & ric =Y Fmi/m & J = [(-7)] - 77 |m;
Liikemiiirii ja liikemiiirin momentti p = mvc & Ly =J A%

Liikemiiiriin ja liikkemiiirin momentin tase w =F & M.y = .Q.y (A kiinted tai A=C)
Hyrriiyhtiilot viilikoordinaatistossa (cd ~ cosd, sf ~siné jne.)

Mg = Tyirg + 10y Q) — Igw,Q = I+ (I ~ Ig)§>c0s0 + Iyjgs0

M, = Ioo, +Ig0:Qr ~10,Q; =I(§s0 +$0c0) + (I - 1)0c 0 - 10y

My = Loy + 190, Qs ~1g0;Q) = I(el - pOs0 +y)

LAGRANGEN FORMALISMI
Liike-energia jaykki kappale 27 = nvy -vs + :‘Y.Ny:“ (A kiinted tai A=C)
Virtuaalinen tyd jiykka kappale 8 = F - 67y +M 5 -0 = > 0,8q;

Yleistetty voima yleinen systeemi Q ; = M m -0r; / 0q ;, konservatiivinen Qj=-0v/ Pb

V)
Potentiaalienergia etsi ' s.e. —~VI =, vakiovoima V =—F -7, lineaarinen jousi J = kA2 /2
Lagrangen funktio L =7 -V

d{er | or d| oL oL

Lagrangen liikeyhtilot yleinen —| —— |-——=0;. konservatiivinen —| —
dr\ 0q; ) oq; dr\ oq; ) oq;

0

MEKANIIKAN MATEMATIIKKAA
Kehityskaava ax(bx&)=(a-¢)b—(d-b)é & a-(bxé)=(axb)-¢

Yksikkotensori (def.) d=Id Ya (esim. [ =ii +jj +kk)




