ELEC-C5230 Digitaalisen Signaalinkiisittelyn Perusteet Tentti / 23.1.2014 / MV
— Laskinta jonka muisti on tyhjennetty saa kdytti tentissa.
— Ei muuta materiaalia kuin tentissi jaettava kaavakokoelma “Table of formulas”.

taus: -1p. Voit vastata niin moneen kysymykseen kuin tahdot eiki valintaa tarvitse perustella. Maksimipis-
temddrd on kuusi (6) ja minimi nolla (0) pistetti.

(a) Systeemi y[n] = nz(n] on lineaarinen ja aika-invariantti (LTT).
(b) Sekvenssien x[n] = é[n] —d[n—2] jay[n] = 6[n— 1]+ 25[n— 2]+ 35[n — 3] lineaarisen konvoluution
z[n] * y[n] ensimmiinen nollasta poikkeava elementti on ajanhetkessd n = 0.

(c) Impulssivasteen h[n] = ( %) "u[n+1] omaava LTI jarjestelma on kausaalinen ja BIBO (bounded-input
bounded-output) stabiili. :

(d) Diskreetti-aikainen sekvenssi z[n] = cos 221 on periodinen ja perusjakson (fundamental period)
3 P perus) p

pituus on Ny = 8.

(e) Minki tahansa sekvenssin x[n] diskreetti-aikainen Fourier muunnos (DTFT) X (e’ saadaan aina sen
z-muunnoksesta X (z), mikili jilkimmainen on olemassa, sijoittamalla z = e/ sijhen.

(f) Butterworth-suodattimen jonka rajataajuus (cut-off frequency) on F, bilineaari-muunnos antaa IIR
suodattimen jonka normalisoitu rajataajuus on f. = F,/Fr kun Fr on signaalin ndytteistystaajuus.

(g) Kausaalinen IIR suodatin jonka siirtofunktio (transfer function) on muotoa H(z) = 1_1.85‘%_} 0852
on BIBO stabiili.

_(h) Nopeaa Fourier muunnosta (FFT) voidaan kéyttdd vidhentiméin N-pisteen lineaarisen konvoluution
laskennallinen kompleksisuus O(N?) — O(N log, N) kompleksiseen operaatioon.

(i) Hamming-ikkunaa kéytetééin lievittimaén Gibbsin ilmi6té jota esiintyy FIR (finite impulse response)
suodattimissa jotka on suunniteltu leikkaamalla (truncation) ideaalista alipadstosuodatinta.

2. (6 pistettd) Tunnetun LTI-jérjestelmén h; impulssivaste on hy[n] = 6[n] + 6[n — 1] + §[n — 2]. Se on
~ kytketty sarjaan toisen LTI-jérjestelmén hy kanssa kuvan 1 mukaisesti.

L h4n] by

Kuva 1: Sarjaankytketty jérjestelma.

Laske impulssivaste hz[n] (dekonvoluutio), kun tiedetdén ettd koko jérjestelmén impulssivaste h[n] on
kuten taulukossa 1 alapuolella.

o e

Taulukko 1: Sarjaankytketyn koko jarjestelmén impulssivaste.

n |<0]0[1]2[3] 4 [5[6]7]>7
Aln]| 0 [0]|1]|0]0|—2[0]0]1] O

Vihjeiti:
Voi olla hy6dyksi muistaa ettd konvoluutio on sekd kommutatiivinen x1[n] * z2[n] = z3[n| x 1[n] ettd
assosiatiivinen (z1[n] * z2[n]) * 23[n] = z1[n] * (z2[n] * z3[n]).

Jos L{z[n]} on sekvenssin pituus ja A{z[n]} mairii sen ensimmiisen nollasta poikkeavan alkion ajanhet-
ken, niin L{z1[n] * z2[n]} = L{z1[n]} + L{z2[n]} — 1 ja A{z:1[n] x zo[n]} = A{z1[n]} + A{z2[n]}.
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3. (6 pistettd) Tarkastellaan digitaalista jirjestelmad jonka niytteistystaajuus on Fr = 8000 Hz. Tehtivi-
ndsi on suunnitella realisoitavissa oleva alipastd FIR suodatin ikkunoituun Fourierin sarja -menetelmén
(windowed Fourier series method) perustuen kun suodattimen tulee tiytt4i alla esitetyt vaatimukset.

(a) Suunnittele N' = 5 pituinen kausaalinen FIR alipdéstosuodatin jonka 3 dB rajataajuus on F, =
3000 Hz kdyttémilla sekd suorakaide (rectangular) etti Hamming ikkunoita. Laske suodattimien im-
pulssivasteet (numeerisina arvoina, kéyti laskinta) sekd hahmottele ne graafisesti siten etti suodattimet
ovat kausaalisia.

(b) Olkoon 3 dB rajataajuus F, = 3000 Hz kuten kohdassa (a). Nyt siirtokaistan tulee olla korkeintaan
AF = 500 Hz ja minimi vaimennus estokaistalla a; = 30 dB. Tehtiivéingsi on valita sopiva ikkuna-
funktio kausaaliselle FIR suodattimelle siten etti suodattimen pituus N on pienin mahdollinen mutta
vaatimukset téyttyvit. Perustele valintasi ja laske minimi pituus jonka suodatin tarvitsee.

Vihjeiti:

Jos digitaalisen jérjestelmén ndytteistystaajuus on Fr Hz niin taajuus F Hz vastaa normalisoitua kulma-

taajuutta w = 27TFLT.

Ikkuna funktio jonka pituus on N = 2M + 1 méiritelldéin aikaindeksin n = 0 ympirilld siten ettd kaikki

nollasta poikkeavat kertoimet w(n| ovat vililli —M < n < M. Kertoimet 15ytyvit kaavakokoelmasta

suorakaide, Hamming, Hann, Blackman and Bartlett ikkunoille.

Minimi estokaistavaimennus ja siirtokaistan leveys Aw normalisoidun kulmataajuuden funktiona eri ikku-
noille on annettu taulukossa 2.

Taulukko 2: Joidenkin ikkunafunktioiden ominaisuuksia

Ikkuna Minimi estokaistan vaimennus «s  Siirtokaistan leveys Aw

Suorakaide 20.9 dB %

Hann 43.9 dB au
Hamming 54.5 dB 8
Blackman 75.3 dB 5361

Ideaalinen alipdistosuodatin jonka rajataajuus (normalisoituna kulmataajuutena) on w, on esitetty kaava-
kokoelmassa. Sen amplitudi- ja impulssivasteet on myds esitetty rajataajuudelle w, = %" alla olevissa
kuvissa 2(a) ja 2(b).

—

Ideal LP W, =374~ hd[n], ne (-10,.,10)

[ L
|
a 0.6|
ED 0.4
> 02 T T
9 coq’é’c?i l?c( 9047&@
—t ? 2
T @ -10 5 0 10
(a) Amplitudivaste. (b) Impulssivasteen h[n] arvoja.

Kuva 2: Ideaalinen alip4stosuodatin jonka rajataajuus (cutoff frequency) on w, = -?11—".
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4. (6 pistettd) Tarkastellaan digitaalista suodatinrakennetta joka on esitetty kuvassa 3 alla.

x[n] + W1 Y[n]
G Ai

Kuva 3: Digitaalisen jirjestelmin lohkokaavio.

(a) Maédrad jarjestelméan differenssiyhtls.

(b) Onko kyseinen jérjestelma lineaarinen ja aikainvariantti (LTI)?

(c) Onko rakenne kanooninen (canonic) viive-elementtien suhteen? Miksi?

(d) Miké on suodattimen tyyppi (yli-, ali-, kaistanpéistd, kaistanesto tai kaikenpaistiva ts. “allpass™)?

Perustele vastauksesi matemaattisesti.

Vihjeité:
Kun lasket jérjestelmén differenssiyhtilod, saattaa olla hyddyllistd selvittdd ensin signaalin arvot pisteissd
Wi, Wa, Ws.

Suodattimen tyypin médrittelemisessd voi auttaa kun laskee ensin jirjestelman nelididyn siirtofunktion
|H(2)|* = H(2)H (27) ja yrittéd pasitelld amplitudivastetta seki tyyppia siiti.

5. (6 pistetts) Tarkastellaan suodatinta jonka siirtofunktio on H(z) = EkM=0 h[k]z~™, missd h[k] ovat reaa-
lilukuja kaikilla k = 0,1,..., M arvoilla.

(a) Miké on suodattimen impulssivaste? Onko se FIR vai IIR (infinite impulse response) tyyppid?

(b) Mitkd ehdot impulssivasteelle takaavat ettd suodattimen vaihe on lineaarinen? Esittele vihintizin kaksi
tapausta jotka 18ytyvit luentokalvoilta tai kirjasta ja hahmottele niille esimerkinomaiset impulssivas-
teet.

(c) Oletetaan ettd nyt M = 2 ja h[0] = h[2]. Laske taajuusvaste muodossa H(e/*) = |H(e/)|ei0@)
missé [H (e’)| > 0 on systeemin magnitudivaste ja —m < #(w) < 7 vaihevaste. Miki on timin
suodattimen ryhméviive (group delay)? Hahmottele magnitudi- ja vaihevasteet normalisoidun kulma-
taajuuden arvoille 0 < w < m kun A[0] = h[1] = A[2] = 1/3. Minki tyyppisesti suodattimesta (yli-,
ali-, kaistanp4sto, kaistanesto tai kaikenpistivi ts. “allpass™) on kyse? Onko suodatin stabiili ja/tai
kausaalinen?

(d) Kirjoita siirtofunktio H (z) edellisen kohdan suodattimelle kun M = 2, ja h[0] = h[2]. Piirré suo-
dattimen lohkokaavio kdyttéden kahta kertojaa, kahta viive-elementtid sekd tarvittavaa miirdi muita
komponentteja. Piirrd nolla-napa kaavio kun h[0] = A[1] = h[2] = 1/3.

Vihjeiti:

Kaavakokoelmasta 18ytyvi “Eules’s formula” saattaa olla téssa tehtivissa hyodyksi.
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Disclaimer! Notations, e.g., w or 2, may vary from book to book, or from exam paper to other.

DSP context, change between time (1st row) and frequency
(2nd row) domain using Fourier / Z-transform.

input impulse response output signal
z[n] — hin] —  y[n] = hin] ® z[n]
IF/Z IF/Z IF/Z
X(z) - (H(2)| - Y(2)=H(z)- X(2)
input transfer function output spectrum

Basic math stuff

Even and odd functions

Even{z(t)} = 0.5 [z(t) + z(-1)], e.g., cos(z) = cos(—zx)
Odd{z(t)} = 0.5 - [(t) — z(—1)], e.g., sin(z) = —sin(~=z)
Roots of second-order polynomial

az® + bz +c=0, z = (—b+ vb% — 4ac)/(20)

Logarithms, decibels

log((4- B/C)P) = D- (log A +log B — log C)

log, b =log,b/log, a

decibels 10log;o(H?/H3) = 20log,,(H/Ho)

10log,,(0.5) = 201log,,(+/0.5) ~ —3.01 dB

2010g,((0.1) = —20 dB, 201log,,(0.01) = —40 dB

Complex numbers, radii, angles, unit circle
i=j=v-1=-1/j

z=x+jy=re?

r = /22 + y2

0 = arctan(y/z) + nw, (n=0, ifz>0,n=1, if £ <0)

x =1 cos(), y = r sin(h)

e’ = cos(6) + j sin(f) (Euler’s formula)

cos(8) = (1/2) - (¢”° +e79°), sin(6) = (1/24) - (¢® — e77%)
2120 = ,,-1,,-26]’(914'02)’ 2:1/Z2 — (T1/r2)ej(91_92)
|A-B|=A|-|B|, £(A-B)=/ZA+ /B

2" = r"e™ = r™(cos @ + jsin )™ = r™(cosnb + j sinnd)
2= Va= Vre® = | Yr| 00N g =0,1,... N -1
Trigonometric functions

1° = /180 radians ~ 0.01745 rad, 1 rad = 180° /7 =~ 57.30°
sinc(6) = sin(n8)/(w6)

sin(6)/6 — 1, when 6 — 0; sinc(8) — 1, when § — 0
cos?(f) +sin*(9) = 1

sin(f) = 6 — % + %?— -t (=D)" (gi::)! + ... (Taylor)

2 4 2n
cos(f) =1-%5 +%& — ...+ (—-1)"(‘;—7”3 + ... (Taylor)

0 0 /6 w/4 | w/3
sin(9) | 0 0.5 Vv2/2 | V3/2
cos(d) | 1 Vv3/2 | V2/2 |05

[ w/2 | 3w/4 ™ —7/2
sin(9) | 1 Vv2/2 |0 -1
cos(d) | O —2/2 | -1 0

7 =~ 3.1416, v/3/2 ~ 0.8660, v2/2 =~ 0.7071
Geometric series

et =g, lel<1
1 — g+t
Yo" = T4,
Continuous-time unit step and unit impulse functions
1,t>0
t) = ’
u®) {0, t<0
5A(t) = %u‘A(t)a
I 6t di=1
JZ5, 8(t — to)z(t) dt = z(to)
In DSP notation 27é(t) is computed 2z [ §(t) - 1dt = 2w, when
t =0, and = 0 elsewhere.

la| <1

§(t) =lima06a(t) (Dirac’s delta)

Discrete-time unit impulse and unit step functions
1, n=0 1, n>0
pln] =
0, n#0 0, n<0
Sequence z[n] = > 2 z[k]é[n — k). E.g.: x[n] = 26[n + 1] +
d[n] —dln—1)={2, 1,-1}, z[-1] =2, z[0] =1, z[1] = —-1.

d[n] =

Periodic signals

T eR;:2(t)=2@+T),Vt; t, TR

AN € Zy : z[n] = z[n+ N],¥n; n,N€Z

Fundamental period To, Np is the smallest T > 0, N > 0.
E.g.: cos(wn) = cos(wn + 2rk), /@) = gi(wn+2mk)

Convolution
Convolution is commutative, associative and distributive.
y(t) = h(t) ® z(t) = ffio h(T)z(t - 7)dr
y[n] = hln] ®z[n] = 120 hikle(n — k)

yoln] = hin]® @ln] = Y355 hiklz[< n —k >n]

Correlation
raylll = Y02 o zlnlyln - 1] = 2[l] @ y[-1]
Tzx [l] = :io_oo a:[n]a:[n - l]

Mean and variance of random signal
mx = E[X] = [2px(z)dz
0% = [(z — mx)’px (2)de = E[X? - m¥k

Frequencies, angular frequencies, periods

Here fr (sometimes fs) is the sampling frequency.

Frequency f, [f] =Hz = 1/s.

Angular frequency Q = 2nf = 2n /T, [Q] = rad/s (analog).
Normalized angular frequency w = 2aQ/Q, = 2xf/fr, [w] =
rad/sample (digital).

Normalized frequency in Matlab fparvas = 2f/ fr, [fuarcas)
= 1/sample.

Sampling of z,(t) by sampling frequency fr
zp[n] = 2a(nT) = za(n/ f1)
Xp(j) = £ 2R Xa(§(Q — Q1))

Integral transforms. Properties

Here all integral transforms share some basic properties.
Examples given with CTFT, z[n] < X (&), z1[n] ++ X1(e™),
and z2[n] ¢> X2(e’™) are time-domain signals with corresponding
transform-domain spectra. a and b are constants.

Linearity. All transforms are linear.

az1[n] + bzaln] <> aX1(e?) + bX2(e¥)

Time-shifting. There is a kernel term in transform, e.g.,

z[n — k] & e7 I X (e79)

Frequency-shifting. There is a kernel term in signal e.g.,

7 gln] & X(ej(w—wk))

Congjugate symmetry z*[n] + X*(e7%%). If z[n] € R, then
X(e*) = X*(e7%), [X(@)| = [X(e7)|, £X(¥) =
—/X(e™). If z[n] € R and even, then X(e’) € R and even. If
z[n] € R and odd, then X (e’*) purely € C and odd.

Time reversal. Transform variable is reversed, e.g.,

z[-n] & X (e™¥)

Differentiation. In time and frequency domain, e.g.,

zln] —zn — 1] & (1 — e )X (%), nzln] <> j & X (/)
Duality. Convolution property convolution in time domain cor-
responds multiplication in transform domain zi[n] ® z2[n] +
X:1(e?) - X2(e™) and multipication property, vice versa, z1[n] -
T2 [n] L xd % f2ﬂ_ Xl(ejo)Xg(ej(“’"o)) de

Parseval’s relation. Energy in signal and spectral components:
S el = i f,, 1X (&) dw

Fourier series of continuous-time periodic signals [ cont.
signal <> discrete frequency ]

z(t) = 352 _ . ax "¢ (synthesis)

ak = 3 [ 2(t) e 7%t 4t (analysis)

z(t — to) & agelFoto

e MW0tp(t) > ap

Jrza(T)ze(t — 7) dT © Tarbs

a’:'ia(t)xb(t) L El arbg—i

52(t) © jkQoar

Continuous-time Fourier-transform (CTFT) | cont. signal
> cont. frequency |
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.'I:(t) = 22 I, X(jQ) e’ dQ) (synthesis) na™puln] (1“—‘—11)7 2] > |a]
=[x Qt ) e 7% dt (analysis) (n+1)a™un] + m [z] > |a]
z(t —tg) <> e X (5Q n 1—rcos(w z71
e}nktx{}) " X(jm@(gk)) 7 cos(wamln] € Tyt e, el > I
Za(t) ® 23(t) ¥ Xa(1Q) X5 (i) P sin(won)uln] ¢ grasalnli ] > |r|

m(t)xb(t) o & X,(59) © X,(i9)
$a(t) o JOX(0)

ta:(t) i X

70t ¢y 27r5(Q Q)

cos(Qot) ¢ 7[6(Q — Qo) + 6(2 + Qo))

sin(Qot) ¢ jm[6(Q + Qo) — (2 — Q)]

z(t) =1 + 2w6(Q)

x(t):{l,lﬂ <T

2sin(QTy)
0,[¢t| > T @

2070 6 X(j62) = { o<W
0,|Q >W

)1
6(t - tk) VRGPAL
e~ u(t)  F5q, where Real{a} >0
Discrete-time Fourier-transform (DTFT) [ discrete signal
(——) cont frequency ]

= [, X (') &¥“™ dw (synthesis)
X (e"“) = f:’:_oo m[n] e “",  periodic with 27 (analysis)
azn — k] < ae™ 7" X (e?¥)
9k [n] X(ej(w—wk))
z1[n] ® z2[n] <> X1(e?) - Xa(e?)
z1[n] - z2[n] & 5= [, X1(e?®) X (e’ @) d0
nan] & j £ X ()
e’ ¢ 2w 30 8(w — wo — 27l)
cos(won) <> w7 [6(w — wo — 2wl) + 8(w + wo — 2nl)]

sin(won) <> jw 370 [6(w + wo — 27l) — 8w — wo — 2l)]
zn]=12r) 2 6w —27l)
1, |’I’L| <M sin(w(N1+0.5))
z[n] = T
[ ] {0, |’I’L| >Ny sin(w/2)
. . < <
smWV:n — KSinC(M) N X(egw) - 1, 0L !W| <w
" 4 0, W<lwl<nr
o[n] <1 ‘
adln — k] <> ae 7k
a*uln] & g, lal <1

N-point Discrete Fourier-transform (DFT) [ discrete signal
<« discrete frequency, “discret&time Fourier series” |
Connection to DTFT: X[k] = X(e’)|y,=ank/n
W _ 6 —j2n /N
zfn] = LS00 X[k]WNk", 0 <n < N — 1 (synthesis)
X[kl =305 z[n]WE*, 0<k<N—1 (analysis)
z[<n—ng >n] W"”‘"X[k]
Wy™zln] < X[< k — ko >n]
yon] = h[n)® z[n] < H[k] - X[k] = Y [k]

Laplace transform:
Convergence with a certain ROC (region of convergence). Con-
nection to continuous-time Fourier-transform: s = jQ
z(t) = % :f;:: X(s)e* ds (synthesis)
X(s) = [7 z(t)e **dt (analysis)
z-transform:
Convergence with a certain ROC (region of convergence). Con-
nection to discrete-time Fourier-transform: z = ¢
z[n] = 515 §o X(2)z""'dz, C in ROC of X(z) (synthesis)
X(z) =327 z[n]z™™ (analysis)
azln — k] < az7¥X(2)
z1[n] ® z2[n] ¢ X1(2) - X2(2)
d[n] <1, ROC all z
adln—k] < az™*, all z, except 0 (k > 0) or oo (k < 0)
pn] & =, [2|>1
—u[-n—-1] &
a™un] &

T_i——ly |Z| <1
2| > |al

laz 1

LTI filter analysis

Stability >0 __ [h[n]| < oo; unit cirle belongs to ROC
Causality h[n] = 0,n < 0; oo belongs to ROC

Unit step response s[n] = >~y __ _ h[k]

Causal transfer function of order max{M, N}

—obmz"™ me1{l—dmz
H(z) = B(z)/A(:) = K - §potnil = ¢ Mgmilldns)

where zeros dm: B(z) = 0; and poles pp: A(z) =0
Frequency response H (ej“’) =% _ hlnle~iem
Frequency response vs H(z) vs HI[k]

H(ejw) = H(z)|z=ei“‘; H[k] = H(e]w)|w=27l'k/N
Magnitude response, phase response H(e3*) =
Group delay 7(w) = — L ZH(e™*)

Four types of linear-phase FIR filters, hln] = AN — 1 — n]
(even/odd symmetric), or hn] = —h[N — 1 — n] (e/o antis.).
Zeros symmetric w.r.t. unit circle: ™% and (1/r) eT7°.
Important transform pairs and properties:

adln—kl e ae o g7k

a"pn] o 1/[l-ae™]) & 1/[1 —az7}

azn — k} < ae X () & az7k X (2)

K-$M2,, bualn —m) = Y52 axyln— k) ¢

Mo _ My —j
K- Lom=pty bmz " K- LmZpyy bme” T

E§=2K1 akz~* Zfﬁxl age~ikw
y[n] = hin] ® zn] ¢ Y(2) = H(2) - X(2)
rectangle +> sinc, sinc + rectangle
LTI filter design (synthesis)
Bilinear transform H(z) = H(s)|s and prewarping
s=k-(1-z"Y/1+z7Y, k=lork=2/T =2fr
Qprewarp,e = k - tan(we/2), k=1lork=2/T =2fr
Spectral transformations, &. desired cut-off

[H (&) 747

LP-LP z7' = (7! —a)/(1 — at™1), where
a = sin(0.5(we — @&c))/ sin(0.5(we + @c))
LP-HP 27! = — (37! + a)/(1 + a271), where

a = —c0s(0.5(we + @)/ cos(0.5(we — @)
Windowed Fourier series method

H(ei%Y) = ) — sin(wen) — e Wen
=00, ol 2w = T = s sinel)

hrir[n] = higear[n] - win] )

Hprr(€) = 57 [T, Higearl(e*)W (e7“~9)) do

Fized window functions, order
Rectangular win] =1
Hamming w{n] = 0.54 + 0.46 cos((27n)/(2M))
Hann w(n] = 0.5 (1 + cos((2mn)/(2M)))
Blackman wln] = 0.42 + 0.5 cos(Z3%) + 0.08 cos( 422 )
Bartlett w[n] = 1 — (|n|/M)
Implementation
Radiz-2 DIT N-FFT butterfly equations, L{z[n]} = N
Urlo] =[] + Wk, U, (4]
Uria[f] = U.[o] - W, ©.[8]
Inputs z[n] in bit-reversed order in ¥, outputs in ¥g, R
logy N + 1; levels Uy,..., ¥R, r € [1, R — 1]; multipliers Wy, =
e #/Ne N, =27, le 0,27t —1].
Multirate systems
Upsampling (interpolation) with factor L,
z[n/L),n=0,+L,4+2L,...
Zu[n] = 0, otherwise
Xu(2) = X(2%), Xu(e¥) = X (/L)
Downsampling (decimation) with factor M,
z4[n] = znM]
Xa(z) = (/M) 335" X (2 /M W,0),
Xa(e™) = (1/M) St X (eflo—2mh/my

N=2M,-M<n<M:

il

Zu[n] =



