Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Korvenpéi
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
MS-C1540 Euklidiset avaruudet

Tentti ja vilikoeuusinnat 11.3.2015 klo 16.30-19.30.
Kokeessa ei saa kiyttdd laskimia eikd taulukoita. Taytd kaikki otsaketiedot
kaikkiin vastauspapereihin ja merkitse, teetkd tentin vai vilikokeen.

Vilikoe 1: Tehtdavit 1, 2, 3, 4.
Vilikoe 2: Tehtdvit 5, 6, 7, 8.
Tentti: Tehtéavit 1, 2, 4, 7, 8. Harjoitusten lisdpisteitd ei huomioida tentissi.

1. Tarkastellaan vililld [0,1] jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden joukkoa
X = C([0,1]). Mitkd normiavaruuden ehdoista (N1-3) ovat voimassa,
kun funktiolle f € X mééritellddn

17l = / f(z) dz

Huom: Sekaannusten vélttdmiseksi todettakoon, ettd tavallisen normin
| fll1 mééritelméssé itseisarvot ovat integraalin sisilla.

2. Olkoon [z,y] tason R? pisteiden z = (z1,22) ja y = (y1, yo) vilinen yh-
dysjana (= yksi piste, jos = y). Sen pituus on pisteiden z ja y vilinen
cuklidinen etdisyys ||z — y||. Murtoviiva 20y = [z,0] U [0,y] on kahden
origossa 0 = (0,0) kohtaavan janan yhdiste ja sen pituus on janojen pi-
tuuksien summa. Osoita, ettéd kaava

Al g s ¢ T8 B =1
. murtoviivan z0y pituus, jos z # y

médirittelee metriikan joukossa R2.

3. (Valitse kolme kohtaa 4 2 p) Anna konkreettinen esimerkki
a) metrisestéd avaruudesta, jossa kaikki osajoukot ovat avoimia.
b) metrisestd avaruudesta X ja sen osajoukosta A # 0, jolle A = 0.
c) jatkuvasta funktiosta R — R, joka kuvaa jonkin avoimen joukon U # R

suljetuksi joukoksi.
d) jatkuvasta funktiosta R — R, jolle jonkin avoimen joukon kuvajoukko

ei ole avoin eiké suljettu.

4. Bijektio f: (X,d) — (Y,d’) on bilipschitz-funktio, jos on olemassa vakio
L > 1, jolle patee

%d(z,y) < d(f(z), f(y)) < Ld(x,y)

kaikilla z,y € X. Osoita, ettd bilipschitz-funktio f on jatkuva joukossa X
ja ettéd sen kédnteisfunktio f~! on jatkuva joukossa Y.

Kaanni!



5. Olkoon f: (X,d) = (Y, d) tasaisesti jatkuva ja (zn) Cauchy-jono avaruu-
dessa X. Oletetaan liséksi, etta (Y,d') on taydellinen metrinen avaruus.
Osoita, ettd jono (f (z,)) suppenee avaruudessa Y.

6. Tarkastelaan funktiojonoa (fn), kunn > 1 ja f.:R—=>R madritelldan
kaavalla

fa(z) = %sin(nx).

a) Mé&dritd jonon pisteittdinen rajafunktio f: R — R. Suppeneeko jono
tasaisesti joukossa R kohti rajafunktiota f7
b) Onko voimassa

lim f!(z) = f'(z) kaikillaz € R
tai . 1
lim fn(z)dz = / f(z)dz?
0

n—oo 0

7 Olkoon K C R? kompakti joukko. Osoita, ettd on olemassa sellainen piste
(a1,a2) € K, ettd = a1 kaikille pisteille (z,y) € K.

8. Olkoon f: R? — R jatkuva funktio, joille f(a)f(b) < O joillakin a =
(a1,a2), b= (b1,b2) € R2. Osoita, ettd joukko

A={(z,y) €R?| f(z,y) #0} CR

on epayhtenéinen.
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