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MS-A0202 / Syksy 2014
Vilikoe 1, 1.10.2014 klo 17-19

Aalto-yliopisto

Kokeessa ei saa kiyttdd laskimia eiki taulukkokirjoja.
Tehtdvissi kaikki alakohdat ovat samanarvoisia.

Tehtidva 1: Hiukkanen liikkuu avaruudessa pitkin kidyraa

x(t) = tcos(t)
y(t) = tsin(¢) t € [0,6mn]
2(t) = (1422

a) Kuvaile (perustellen!) hiukkasen reitti xyz-koordinaatistossa.
b) Miki on hiukkasen nopeusvektori pisteessi (—, 0, % (1 + 7%)%/%)?
¢) Kuinka pitkdn matkan hiukkanen on liikkunut kuljettuaan pisteesté (0, 0, %)

pisteeseen (—7,0, 3 (1 + 72)3/2)?

Ratkaisu:
Hiukkasen paikkavektori on

1
r(t) = tcos(t)i+ tsin(t)j + 5(1 + 1232k, te|0,2n].

(a) Hiukkanen lihtee pisteesti (0,0, %) ja kulkee nousevaa, laajenevaa spiraalirataa z-akselin
ympdri: z-ja y-koordinaattifunktioiden sin- ja cos-tekijdt aiheuttavat pyorimisen z-akselin
ympiri, kerroin ¢ niiden edessi lisdi etdisyyttd z-akselista ¢:n kasvaessa. Kdyrin projektio
xy-tasoon on siis laajeneva spiraali. z-koordinaattifunktion arvot kasvavat neliollisesti ¢:n
kasvaessa, joten laajeneva spiraali nousee kiihtyen. Hiukkanen ehtii tehdd kolme tédyttd kier-
rosta z-akselin ympdri.

(b) Nopeusvektori

_dr

= %@) = (cos(t) — tsin(t))i+ (sin(t) + tcos(t))j + tv1 + t%k,

v(t)

pisteessii (—,0, (1 + 72)3/2) piitee ¢ = m, ja nopeusvektori on

v(rm)=—-i—7j+7v1+nZk.
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(c¢) Hiukkasen kulkema matka on

%‘dt _ /0” \/(Cos(t) — tsin(t))2 + (sin(t) + t cos(t))? + (tv/1 + £2)2dt

0

= /W\/(1+t2)+t2(1+t2)dt
_ /ﬂ\/mdt:/w(ﬂrt?)dt

= .

3

Tehtiivi 2: Tutki ja perustele, voidaanko funktio f : R*\ {(0,0)} — R,

3y sin(y + g)

flz.y) = ——73 vy

, (z,y) #(0,0),

méiritelld origossa siten, etti siitd tulee jatkuva koko tasossa R?.

Ratkaisu:
Jatkuvalle funktiolle

fla,b) = lim  f(x,y)

(z,y)—(a,b)
koko madrittelyalueessa. Jotta funktiosta f saataisiin jatkuva origossa, pitiisi silld olla olemassa

raja-arvo origossa, ja funktion arvoksi origossa pitdisi madritelld kyseinen raja-arvo.
Nyt kuitenkin ldhestyttiesséd origoa x-akselia pitkin

hmf(a: 0) —hmg—hmO—O

z—0 Qj6 r—0
ja ldhestyttiessi origoa kiytdd y = x® pitkin

x3x3 Sil’l(l’?’ -+ —) Sin(xg + —W) Sin<—) 1

. 3 . 2 . 2 2
— =] = = —.
ilrr(l) ] (iC, T ) ilrr(l) 6 6 $1H(1)

Raja-arvoa ei siis ole olemassa origossa (kahta eri kdyrii pitkin lahestyttdesséd saadaan eri ehdokas
raja-arvoksi), joten funktiota ei voida médritelld niin, ettd siitd saataisiin jatkuva.

Tehtiivii 3: Olkoon f : R? — R kahden muuttujan funktio

Yy
2+ 1

fla,y) =2y - + 1L

a) Mikid on funktion f gradientti pisteessid (x,y) = (1,1)? Mitd se kertoo funktion arvojen
muuttumisesta timén pisteen ympiristossi?
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b) Funktio mé#rii pinnan avaruudessa R, kun asetetaan z = f(z, y). Etsi téille pinnalle pisteen
(1,1, %) kautta kulkevan tangenttitason yhtilo.
Ratkaisu:
(a) Gradientti on
af af 2xy 1
A — L i =L = (2 — 7 )i 2 _ j.
flay) = 5 (@, y)i+ o (z,9)j = (2zy + C 1)2)1 @t )i
Pisteessd (1, 1) saadaan
5. 1
V1) =-i+ =j.
Gradientti kertoo, mihin suuntaan ko. pisteestd ldhdettdessid funktion arvot kasvavat kaikkein
voimakkaimmin.
(b) Pinta z = f(x,y) on funktion g(x,y,2) = z — f(z,y) tasa-arvopinta g(x,y, z) = 0. Gra-

dientti Vg(z,y, z) on tasa-arvopintaa vastaan kohtisuorassa. Lasketaan gradientti:

0 . 0 . 0 0 . 0 .
Vg(l',y, Z) = a_i<x7y7z>l + a_z(x7y7 Z).] + a_g<x7y7z>k - _a_i(xay)l - a_i(xuy).] +k.

Pisteessi (1,1, 2) saadaan

3 5 1
1,1,2)=—i—-j+k
Vy(1, ,2> Sl git

Tiedetddn, ettd gradientti on tasa-arvopintaa vastaan kohtisuorassa, joten se on pinnan nor-
maalin suuntainen. Jos piste (, y, z) on tangenttitasossa, niin tilldin sen ja pisteen (1,1, 3)
vilinen vektori on gradienttia vastaan kohtisuorassa. Merkitddn r = xi + yj + zk jarg =

i+j+ 3k. Tilloin vektoreiden Vg(1,1,2) ja (r — ro) vilinen pistetulo on nolla, eli

(= 2i-gi+k) (=it -0+ (- 2k) =0

misti seuraa 5 ] 5
——(z—=1)—=(y—1 — - =
@1 =y —1)+2-5=0

ja sievennettyni edelleen
-5z —y+22+3=0.

Tiama on pisteeseen (1, 1, %) piirretyn tangenttitason yhtalo.




