MS-A0502 Todennikoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Vilikoe 1
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos 19.11.2015
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Kirjoita selvisti jokaiseen vastauspaperiin:

Kurssin koodi, pdivimaéira, kokeen tyyppi (vilikoe 1)

Opiskelijanumero + kirjain
TEKSTATEN sukunimi ja kaikki etunimet
Koulutusohjelma ja vuosikurssi

Nimikirjoitus
Vastausohje: Vastaa lyhyesti ja ytimekkiisti, mutta perustele ratkaisusi (paitsi tehtévéssd 1). Pelkké
lukuarvo vastauksena ei anna pisteitd. Kokeessa on 4 tehtédvéd, jokaisesta saa 0—6 pistetté.

Sallitut apuvilineet: Laskin, Mellinin tilastolliset taulukot, ja a4-muistilappu (késinkirjoitettu, tekstid
vain toisella puolella, oikeassa ylikulmassa opiskelijan nimi)

1. Ovatko seuraavat véittdmét totta? Vastaa 1 = Totta, x = Vastausta ei tunneta annettujen
tietojen pohjalta, tai 2 = Tarua. (1 p/kohta)

(a) Olkoot X; ja X, satunnaislukuja, joiden odotusarvot ovat E[X;] = u; ja E[Xs] = uo.
Silloin satunnaisluvun X; — X, odotusarvo on p; — ps.

(b) Olkoot X; ja X, satunnaislukuja, joiden varianssit ovat Var(X;) = o? ja Var(X,) = o3.
Silloin satunnaisluvun X; + X, varianssi on o7 + 03.

(c) Olkoon X ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja saava satunnaisluku. Silloin X:n pisteto-
dennékoisyydet ja X:n odotusarvo voidaan ilmaista todenndkoisyydet generoivan funk-
tion Gx(t) = E[t¥X] avulla.

(d) Minks tahansa diskreetin satunnaisvektorin X = (Xi,...,X,) reunapistetodennékoi-
syysfunktiot voidaan laskea sen yhteispistetodennékoisyysfunktion avulla.

(e) Kaikille riippumattomille tapahtumille A ja B, joille Pr(B) > 0, on ehdollinen toden-
nikoisyys Pr(A|B) yhtédsuuri kuin todennékéisyyksien tulo Pr(A) Pr(B).

(f) Jos X1, Xs,... ovat riippumattomia satunnaislukuja, jotka noudattavat samaa jakau-
maa, jonka odotusarvo on y, niin todennékéisyydelléd 1 keskiarvot %E;;l X lahestyvit
odotusarvoa p kun n ldhestyy déretonta.

Vihje: Ole erityisen tarkka ja huolellinen.

2. Erééin kaupungin asukkaista 42% kannattaa republikaaneja ja loput kannattavat demokraatte-
ja. Pidetyissé vaaleissa kiivi dénestéiméssi republikaanien kannattajista 80% ja demokraattien
kannattajista 55%.

(a) Valitaan umpiméahkadn yksi kaupungin asukas. Maaraéd todennékoisyys tapahtumalle
"valittu asukas kavi dénestdmassa” . (3 p)

(b) Umpiméhkéén valittua asukasta haastatellaan, ja osoittautuu, etté hén oli kéynyt dénes-
taméassd. Tamaé tieto huomioiden, mika on todennékoisyys tapahtumalle “valittu asukas
on republikaanien kannattaja”. (3p)
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3. Olkoon X jatkuva satunnaisluku, jolla on tiheysfunktio

3% kunz>1
f(x)—{O kinz <1
(a) Laske X:n kertyméfunktion arvot F(z) = Pr(X < z) kaikilla z € R. (2 p)
(b) Méaaras todennédkéisyys Pr(2 < X < 4). (2 p)
(c) Laske satunnaismuuttujan X odotusarvo E[X]. (2 p)

4. BubbleSort on eréds tunnettu jirjestysalgoritmi: sen avulla tietokone tuottaa jérjestetyn ver-
sion syotteend annetusta mielivaltaisessa jérjestyksessé olevasta listasta. Téhén kuluva tie-
tokoneen prosessoriaika riippuu algoritmin suorituksessa tarvittavien vertailuoperaatioiden
lukumaérésta V ja listan alkioiden pareittaisten jarjestyksenvaihtojen lukuméérésta J. Lu-
vut V ja J puolestaan riippuvat syotteestd. Téassd tehtédvéssd tarkastellaan BubbleSort-
algoritmia satunnaisessa jarjestyksessa annetulla syotteella (Huom. Tehtdvin ratkaisemiseksi
et ole valttamdtontd ymmdartdd itse algoritmial).

Tarkastellaan tilannetta, jossa BubbleSort-algoritmilla pyritdén aakkosjérjestdméén kolme
sukunimeé: “Alpher”, “Bethe” ja “Gamow”. Oletetaan nimilistan olevan alunperin téysin
umpiméhkéisessé jarjestyksessé — siten, ettd kaikkia kuutta kolmen sukunimen mahdollista
jérjestysta voidaan pitdd yhté todenndkéising syotteind. Kuva 1 esittéd kaikkia nditd mahdol-
lisia syotteita vastaavat BubbleSort-algoritmin vaiheittaiset etenemiset, ja kertoo kussakin
tapauksessa tarvitun vertailuoperaatioiden lukuméaran V' seké pareittaisten jarjestyksenvaih-
tojen lukumééran J. Koska syote on satunnainen, ovat luvut V ja J satunnaismuuttujia.

(a) Laske satunnaismuuttujien V' ja J odotusarvot. (3p)

(b) Laske satunnaismuuttujien V' ja J kovarianssi. Pééttele, ovatko vertailuoperaatioiden
lukumééré ja pareittaisten jarjestyksenvaihtojen lukumééra positiivisesti korreloituneet,

negatiivisesti korreloituneet, vai lineaarisesti korreloimattomat. (3 p)
Alpher ) : t
i ? ? ? ? ?
9 ? ? # ?
1 Bset . r
() V=2J=0 (b)V=4J=1 (QQV=4J=1
3 ? 3 3 3 = ? ? 3
. - Bethe
? ? ? ? ? ? ? ?
Bethe ¢ ! . Alpher
d)V=4J=2 () V=6J=2 () V=6J=3

Kuva 1: (BubbleSort) Mahdolliset jarjestykset kolmen sukunimen syotteelle ja niitd vastaavat
vertailuoperaatioiden lukuméarét V ja pareittaisten jarjestyksenvaihtojen lukuméarat .J.
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