Mat-2.3148 Dynaaminen optimointi Liesit/Leppénen

Tentti 27.5.2011 — kommentteja

1. Ratkaise Bellmanin yhtéloa kiyttdmaélld kulutusprobleeman optimiohjaus u*, jossa mak-
simoidaan ddrettomén aikavilin hyotys
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tiladynamiikalla 1 = §(x; —uy;). Diskonttauskerroin o € (0,1) ja @ on jokin positiivinen
vakio. Voit kiyttad yritettd V(z) = a + bln(z).

Kommentti: timi tehtivd on tuttu luennolta 2. Muodostetaan Bellmanin yhtilo, si-
joitetaan sinne yrite, johon tulee z:n paikalle tilayhtils. Ratkaistaan oikean puolen op-
timointitehtivé umn suhteen ja sijoitetaan takaisin. Vertaamalla 16ytyy tuntemattomat
vakiot.

2. Hae funktionaalin

= / l[jfz(t) + 10tx(t)]dt

ekstremaali, kun z(0) = 1 ja z(1) = 2. Antaako ratkaisu funktionaalin minimin vai
maksimin?

Kommentti: timé on variaatiotehtiivi jossa on kaksi reunaehtoa. Kts. Kamien-Schwartz
s. 21. Ratkaisu antaa funktionaalin minimin, ja sen voi todeta esimerkiksi katsomalla
minké arvon jokin toinen ratkaisuehdotus funktionaalille antaa. Esim. z(t) =t+1, jo-
ka toteuttaa reunaehdot, antaa funktionaalille suuremman arvon kuin Euler-Lagrangen
avulla laskettu ratkaisuehdotus, joka riittééi sen toteamiseen ettéi saatu ratkaisu antaa
funktionaalin minimin, koska se on joka tapauksessa diriarvon antava. Huomaa, etti
konveksianalyysi ratkaisulle ei riitd minimin/maksimin toteamiseen, koska kyseessi on
funktionaalin, ei funktion, &ériarvon hakeminen. Erityistapauksissa integrandin toteami-
nen konveksiksi argumenttien x ja i suhteen olisi riittivi ehto minimille (tétd el kisitelty
kurssilla, kts. K-S s. 42).

3. Sinut valitaan tentin jilkeen opetusministeriksi p#sittimiin koulutuspolitiikasta. Haluat
perustella koulutusta mallilla, jossa z(¢) on henkilén koulutuspédoman méira hetkelld
t, k(t) on koulutuksen mésiri hetkells ¢, ja G(z(t)) on koulutuspifioman vihentymisti
kuvaava funktio. Mallin tilayhtéls on siten & = k — G (z)

a) Oletat, ettd henkil6 haluaa maksimoida koko eliménhyotynsé, joka riippuu kahdesta
muuttujasta, koulutuspédomasta z(t) ja kulutuksesta d(t). Millainen on kohdefunktio, jos
hy6ty hetkelld ¢ on U(z,d) ja aikavili on direton? Muista diskonttaus.

b) Malli ei ota vield vaihtoehtoiskustannuksia huomioon. Oletetaan ett muuttujalla c(t)
voi kuvata kaikkia kustannuksia jotka koulutuksen kidymisestd aiheutuu, eli koulutuksen
hinta, saamatta jiédneet palkat jne. Toisaalta, koulutuksen kiymiselld voi ansaita palkkaa
W (z(t)). Néiden avulla voi ottaa henkilén koko elimiin kustannukset huomioon yhdessé

integraalirajoitteessa (ts. palkkojen pitiii kattaa kulutus Ja kustannukset). Millainen on
tama rajoite?



c) Kasilld on dynaaminen optimointitehtivi integraalirajoitteella. Miten lidhtisit ratko-
maan sitd? Milld perusteella tehtévi on nopeimman léhestymisen polun tehtéva? Opposi-
tio viittdd, ettd koulutuspolitiikassa pitéisi painottaa koko elimin ajan jatkuvia opintoja,
miksi se on védrissi?

Kommentti: tehtiiviid on kisitelty artikkelissa Spence & Starrett (1975)!. Elimé#nhydoty
maksimoidaan integraalilla fooc e "U(xz, d)dt. Integraalirajoite on ns. budjettirajoite, ja se
on muotoa fdx e~ "[d — W(x) + ck]dt = 0. Huomaa, etti myos rajoitteessa diskontataan
— muutenhan dérettomyyteen ulottuvan integraalin arvo on #iretén eiki nolla. Integraa-
lirajoitteen voi ottaa kohdefunktioon mukaan isoperimetrisené rajoitteena, ja kisitelli
sitten tehtdvid variaatiotehtéivind tai ratkaista Hamiltonin funktion vilttiméattémit eh-
dot. Kohdefunktionaalin integrandin voi manipuloida muotoon Jossa on lineaarinen riip-
puvuus Z:sté, siksi siis tehtédvi on nopeimman lihestymisen polun tehtévé, eli stationaa-
riseen ratkaisuun kannattaa edetd mahdollisimman nopeasti (koulutus kannattaa hankkia
mahdollisimman nopeasti).

4. Ratkaise tehtévi i
minJ = [ 22 + #(0)at + [w(V),
0

kun z(0) =1 ja z(1) on vapaa.
Vinkki: muokkaa ongelmaa siten, etti myds lopputilakustannus on integraalin sisill4.

Kommentti: tehtéville voi suoraan kirjoittaa Euler-Lagrangen yhtélon kunhan lop-
putilakustannuksen saa integraalin sisille. Siing pitdd ottaa huomioon ettd puhutaan
madratystd integraalista. Muokattu kohdefunktionaali on fol [2? + 4® + 2xi + 1]dt. Pitéa
vield ottaa mukaan transversaalisuusehto vapaalle lopputilalle.

9. Tarkastellaan tehtéviii, jossa maksimoidaan kulutuksesta u(t) saatava kokonaishyéty

mamx/oo ! e " u(t))vdt

1—w
kun kéytettévissd oleva resurssi z(¢) noudattaa yhtilsi
&(t) = ax(t) — ba?(t) — u(t)

Ja kun z(0) = z,. Vakiot zo, a, b ja r ovat positiivisia, ja a > r. Karakterisoi steady-state-
ratkaisu kulutukselle ja piadomalle.

Kommentti: kierroksen 7 kotitehtivi. Steady-state-ratkaisulle piatee £ = 0 ja p = 0.
Télle tehtdville voi kirjoittaa joko Hamiltonin yhtélon tai Euler-Lagrangen jos sijoittaa
kohdefunktionaaliin u:n paikalle tilayhtilon.

'http://www.jstor.org/stable/2525821




