Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Lehtels
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-C1540 Euklidiset avaruudet
1. vilikoe 28.1.2016 klo 17-19.

Kokeessa ei saa kayttdéd laskimia eikd taulukoita. Taytd kaikki otsaketiedot
kaikkiin vastauspapereihin.

1. Esitd seuraavien késitteiden méaéritelmét metrisessé avaruudessa (X, d):
a) avoin kuula B(z,r);
b) avoin joukko U C X
c) suljettu joukko F' C X
d) joukon A sisdpiste;
e) joukon A C X reuna;
f) joukkojen A, B C X vilinen etdisyys.

2. Verrataan avaruuden R™ normia
2l = |z2] + - + |24]

euklidiseen normiin ||z||s.

a) Osoita, ettéd ||z||; < /n|z|; kaikilla z € R™.

Vihje: Sovella avaruuden R™ sisdtuloon liittyvii Schwarzin epdyhtilos
vektoreihin a = (|1, ..., |za]) ja b= (1,1,...,1).

b) Anna konkreettinen esimerkki tapauksessa n = 2 vektorista 0 # z €
R? jolle a-kohdan epéyht#losss onkin voimassa yhtésuuruus.

(Té4sté seuraa, etté v/2 on paras mahdollinen vakio a-kohdassa, kun n = 2)

3. Osoita, ettéd kaavalla,
d(z,y) = In(1 + |z — y|)

madritelty funktio on metriikka joukossa R.
Vihje: Tutkittavia ominaisuuksia on kolme. Logaritmifunktion perusomi-
naisuuksia voi kdyttad ilman perusteluja.

4. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja § # A C X. Osoita, etts joukkojen
lapimitoille on voimassa d(A) = d( 4).
Vihje: Todista erikseen epayhtélot < ja >. Epdyhtélon > todistamiseksi
tee vastaoletus ja johda ristiriita.



