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Kokeessa ei saa käyttää laskimia eikä taulukkokirjoja

Tehtävä 1. Reaalista m × n-matriisia B, jolle pätee BT = B, sanotaan symmetriseksi matriisiksi ja reaalista
m× n-matriisia C, jolle pätee CT = −C, sanotaan anti-symmetriseksi matriisiksi.
a) Selitä lyhyesti, miksi ainoastaan neliömatriisit (eli n×n-matriisit) saattavat olla symmetrisiä tai
anti-symmetrisiä (vaikka ne yleensä eivät ole). (1p.)
b) Jos A on reaalinen n× n-matriisi, niin A = 1

2 (A+AT ) + 1
2 (A−AT ). Osoita että 1

2 (A+AT ) on
symmetrinen ja 1

2 (A−AT ) anti-symmetrinen matriisi. (2p.)
c) Kuten b)-kohdassa nähdään, voidaan jokainen reaalinen neliömatriisi A kirjoittaa symmetrisen
ja anti-symmetrisen matriisin summana, esimerkiksi muodossa A = 1

2 (A+AT )+ 1
2 (A−AT ). Osoita

että tämä on ainoa tapa kirjoittaa A symmetrisen ja anti-symmetrisen matriisin summana. (3p.)
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Tästä Teemu Teekkari teki johtopäätöksen, että
∑n
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3 on muotoa 1

4n
4+an3+ bn2+ cn+0. Hän

laski summan
∑n
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3 arvoilla n = 1, 2 ja 3 ja sai sillä tavalla yhtälöryhmän tuntemattomille a, b

ja c. Esitä tämä yhtälöryhmä ja osoita että a = 1
2 , b =

1
4 , c = 0 on sen ainoa ratkaisu. (6p.)

Tehtävä 3. (Jatkoa edeliselle tehtävälle.)
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2 + 0n + 0 pätee ainakin kun n = 1, 2 ja 3. Osoita että kaava
pätee aina, kun n ∈ N = {1, 2, 3, . . .}. (6p.)

Tehtävä 4. a) Olkoon A säännöllinen n× n-matriisi, eli matriisi, jolla on käänteismatriisi A−1, joka toteuttaa
ehdot AA−1 = In = A−1A. Osoita että silloin myös A:n transpoosi AT on säännöllinen osoittamalla
että (A−1)T on sen käänteismatriisi, eli että (A−1)T = (AT )−1. Selitä mitä matriisioperaatioiden
ominaisuuksia käytit todistuksessasi ja missä vaiheessa käytit niitä. (3p.)
b) Olkoot A ja B säännöllisiä n × n-matriiseja. Osoita että silloin myös AB on säännöllinen
osoittamalla että B−1A−1 on sen käänteismatriisi, eli että B−1A−1 = (AB)−1. Selitä taas. (3p.)
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