Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Viisinen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0201 Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)
Loppukoe 13.2.2017 klo 9-12.

Kokeessa ei saa kiyttid laskimia eikéd taulukoita. Taytd kaikki otsaketiedot kaikkiin
vastauspapereihin.

Valitse viisi (5) tehtiivii, joihin sisiltyy tehtévit 1, 5 ja 6.
Tehtdvid 1, 5 ja 6 ei siis voi valita pois.

1. Bernoullin lemniskaatfa on tasokéyrd, jonka yhtdlé on muotoa

(Z*+ %) —2(=z* -y =0.

a) Miten kéyrén yhtalostd voidaan padtelld, ettd silld saattaa olla leikkaus-
kohta tai terdvé kérki origossa?

b) Tarkastellaan niitéd lemniskaatan pisteitd, joissa kdyrilld on vaakasuora
tangentti. Osoita implisiittisen derivoinnin tai gradientin avulla, ettd nidma
pisteet sijaitsevat yksikkoympyralld z2 + 92 = 1.

c) Mairitd ndiden pisteiden koordinaatit.

flz,y) = % kun (z,y) # (0,0).

a) Voidaanko f(0,0) méiaritelld niin, ettd funktio f on jatkuva origossa?
b) Voidaanko f(0,0) méaritelld niin, ettd f,(0,0) on olemassa? Huomaa, etté
osittaisderivaattaa tiytyy tutkia erotusosaméérin avulla.

¢) Voidaanko f(0,0) mééritelld niin, ettd sckd f,(0,0) ettd f,(0,0) ovat ole-
massa?

3. Funktio u = u(z,t) toteuttaa l-ulotteisen aaltoyhtilon uy = gy, kune > 0
on vakio. Tutki ketjuséénnon avulla, mikd vhteys vakioiden a,b € R vililli
taytyy olla, jotta funktio U(z,t) = u(az, bt} toteuttaa saman aaltoyhtélén
Uy = UL,

Huom: Kirjoita tarkasti kaikki vélivaiheet! Merkintd u, tarkoittaa osittais-
derivaattaa muuttujan z suhteen (Adams & Essex -kirjassa u;).

Kiinni!



4. Tarkastellaan funktiota t € R
f&,y,2) =2 + ¢ + 2% + 2(zy + y2 + z2),

kun ¢ € R on parametri.

a) Osoita, ettd funktiolla f on gradientin nollakohta origossa. (1 p)

b) Madrité funktion f Hessen matriisi H,(0,0,0). (2 p)

¢) Matriisin Hy(0,0,0) ominaisarvot ovat 1+ 2¢ ja 1 — ¢ (kaksinkertainen).
Millg parametrin ¢ arvoilla funktiolla f on paikallinen minimi kohdassa (0, 0, 0)?
Tutki myds rajatapaukset esimerkiksi nelioén tdydentdmills. (3 p)

5. Magritd funktion f(z,y) = 22°4+32?+2y3 suurin ja pienin arvo yksikkéympyrilla
z? + y? = 1 kilyttamilla Lagrangen menetelmis.

f -/D (3z + 6y) dA,

kun D on kolmio, jonka kéirjet ovat pisteissé (0,0), (2,0) ja (0, 4).
b) Lineaarinen koordinaatistomuunnos

6. a) Laske tasointegraali

r=2u+v
y=3u+8v

kuvaa erdin uv-tason joukon 2 zy-tason joukoksi D. Maérits joukon D pinta-
ala A(D), kun tiedetdin, ettd A(2) = 1.

Huom. 1: Palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!

Huom. 2: Loppukokeen voi uusia seuraavan tentin yhteydesss, jolloin parempi
tulos jéd voimaan ja laskaripisteet otetaan huomioon. My®s uusintaan osallistuvien
taytyy ilmoittautua tenttiin.
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