Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Aalto-yliopisto, Perustieteiden korkeakoulu Kinnunen
MS-C.1350 Osittaisdifferentiaaliyht&lot

Loppukoe 26.10.2017 kello 13:00-16:00
T#ami tehtivisarja on vain syksyn 2017 kurssin osallistujille. Taméa
loppukoe vaikuttaa 50 prosenttia kurssin arvosteluun, toinen 50 prosent-

tia tulee laskuharjoituksista ja ennakkotehtdvistd. Jos haluat suorittaa koko
kurssin loppukokeella, niin pyydéa toinen tehtévapaperi valvojalta.

Kokeessa on viisi tehtiavad kolmella sivulla.

1. T4ssé tehtivissi tarkastellaan Dirichletin ongelman

Au(z,y) =0, (z,y) € B(0,1),
u(z,y) = g(z,y), (2,9) €9B(0,1),
ratkaisua muuttujien separoinnin avulla tason yksikkokiekossa B(0,1) =

{(z,y) € R? : 22 + y* < 1}. Mitké seuraavista véitteistd ovat tosia ja
mitka epatosia. Pelkks vastaus riittaa.

(a) Ongelmalle etsit#isin erikosratkaisuja ratkaisua muodossa A(z) B(y).
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(b) Ongelmalle etsit#idn erikoisratkaisuja ratkaisua muodossa A(6) B(r),
missd r ja 6 ovat tason pisteen napakoordinaattiesitys.

(c) Laplacen yht#ls palautuu kahdeksi tavalliseksi differentiaaliyhtaloksi. /s

(d) Kaikki erikoisratkaisut ovat kéyttokelposia ongelman ratkaisemis- Y
sa.

(e) Ongelman ratkaisu saadaan erikoisratkaisujen linaarikombinaatio- /
na.

(f) Lineaarikombinaation kertoimet mééraytyvit reuna-arvon Fourie- %
rin kertoimista. '

2. Perustele lyhyesti, miksi seuraavat véitteet ovat tosia. Lyhyt sanallinen
vastaus riittaé. Tehtaviissi esiintyvien funktioiden oletetaan olevan sel-
laisia, ettd kaavat ovat hyvin médriteltyja.




(a) Jos Auy(z) =0 ja Aug(z) = 0, € {2, niin
’U,(I) = aul(w) il ,B’UQ(SC), a, ﬁ €R,
on yhtilon Au(z) =0, z € (2, ratkaisu.
(b) Jos

~Au(e) = f(z), z€9Q, {—Auz(w) =f(z), z€,
u(z) = g(x), =€, us(z) = g(x) = €99,

niin u(z) = u1(z) — uz(x) on ongelman

—Au(z) =0, z€Q,
u(z) =0, €.

ratkaisu.

(c) Jos

—Auy(z) = f(z), x€, . Aua(z) =0, z €9,
ui(z) =0, €09, ) ug(z) = g(x), =z € 09,

niin u(z) = uy(z) + u2(z) on ongelman
~Au(z) = f(z) z€Q,
u(z) = g(z), =€ i,

jz—y|?

(d) Funktio u(z,t) = (—41#/—2 Jene™ = g(y) dy on ongelman

ratkaisu. ‘

%%(w,t)—Au(x,t)zO, zeR" t>0, |
u(x,0) = g(z), = cR"

ratkaisu.

_lz—y?
(e) Funktio u(z,t;s) = @Tt—ls)w Jan € i) f(y,s) dy on ongelman

% (z,t;5) — Au(z,t;8) =0, z€R™, t>s,
u(z, s;s) = f(z,s), z¢€R",

ratkaisu, kun s > 0.




(f) Funktio u(z,t) = fot u(z, t; s) ds on ongelman

o

9u(y t) — Au(z,t) = f(z,t), z€R", ¢>0,
u(z,0) =0, ze€R"

ratkaisu.

3. (a) Muotoile tasmaéllisesti Laplacen yht&lon Dirichletin ongelma ylemmaéssé
puoliavaruudessa R = {(z,y) : = € R", y > 0}.

(b) Selosta, miten tamé ongelma ratkaistaan Fourierin muunnoksen
avulla. Pelkké péadvaiheiden lyhyt sanallinen kuvailu riittaé.

4. Olkoon 2 C R™ avoin ja rajoitettu joukko ja T' > 0. Merkitadn
Qr=0x(0,T) ja T7=(Qx{t=0})U (92 x]0,T)).

Oletetaan, ettd u, v € C?(Qr) N C(Qr) ovat lampéyhtalon ratkaisuja
joukossa .

(a) Muotoile maksimiperiaate lampoyhtélolle joukossa . Pelkka tdsmaéllinen

muotoilu riittds, maksimiperiaatetta ei tarvitse todistaa.

(b) Todista stabiilisuustulos: Olkoon € > 0. Jos |u — v| < € paraboli-
sella reunalla I'r, niin |u — v| < € joukossa Q.

5. Oletetaan, ettd ¢ > 0 on reaalinen vakio ja ettd u = u(z,t) on aalto-
yhtélon uy — c2Au = 0 ratkaisu.

(a) Nayta, ettd funktio v(z,t) = u(z, L) on yhtélon vy — Av = 0
ratkaisu.

(b) Anna ratkaisukaava ongelmalle

uy — c2Au =0 joukossa R3 x (0,00),
u=g ja u;=h joukossa R3?x {t=0}

Ohje: Kirchhoffin kaava yhtalolle v;; — Av = 0 dimensiossa kolme

on
il

v(z,t) = OB@ )| Jsnen (th(y) + g(y) + Va(y) - (v — z)) dS(y),

z €R3 t>0.




