MS-A0003 & MS-A0005 Matriisilaskenta (Turunen / Karjalainen)
Tiistai 12.12.2017 klo 16:30-19:30

Laskimet ja taulukot eivit ole sallittuja.

Arvostelusta: Tarkastaja pisteyttdd jokaisen tehtdvin asteikolla 0...6. Taydet
pisteet voi saada vastauksesta, jossa on harmiton pikkuvirhe. Tehtavéasta on
mahdollista saada pisteitd, jos vastauksessa on vahinkin asiaa (oikeanlaisia
mééritelmid, aiheeseen liittyvia kuvia, laskelmia jne.) — tyhja vastaus on
varmasti nollan pisteen arvoinen.

1. a) Laske vektorien u = (1,—2,2) ja v = (1,1, —4) vélinen kulma.
b) Kirjoita z = (2—1)/(1+3i) € C muotoon z = a+ib, missi a,b € R.

Ratkaisu: a) Sisétulolle pétee (u,v) = ||ul| [|v]| cos(a), missd o € R
on vektorien u,v € R? vilinen kulma. Siten

(u,v)

[[ull o]

_ (1)(1) + (—2)(1) + (2)(—4) o

B \/12 + (=22 + 22\/12 +12 + (—4)2 - 1/\/5
= cos(£37/4).

cos(a) =

Jos vaaditaan 0 < o < 7, saadaan kulmaksi o = 37 /4 radiaania (eli
(3m/4) 122 = 135 astetta).

b) Suoralla laskulla saadaan
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21'1 + 2.’1}'2 + 2.’1}'3 =2
2. Kirjoita matriisimuodossa yhtaloryhmé 2z, + 3xo + 4x3 =2
31’1 + 6.T2 + 9[L’3 =3

ja etsi sen kaikki ratkaisut r = (1, 79, r3) € R® Gauss-eliminaatiolla
(tai osoita ettei ratkaisuja ole olemassa).

Ratkaisu: Hyvid Gauss-eliminoinnin jérjestyksia on useita, esim.
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misté asettamalla x3 =t € R saadaan
r=(t+1,-2tt) € R®

Ratkaisut muodostavat siten suoran avaruudessa R3.
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3. Olkoon R=58DS "' = [2 8],mlssaD— {O 4} ja S = [2 1}.
a) Etsi matriisin R ominaisarvot ja kaikki ominaisvektorit.

b) Etsi matriisille R unitaarinen diagonalisointi. Toisin sanoen etsi uni-
taarinen matriisi V, jolle E' = V*RV on diagonaalinen. Tarkista tulok-
sesi laskemalla V EV™.

Ratkaisu: a) Téssi siis ST'RS = D on diagonaalinen. Matriisin R
ominaisarvot ovat ilmiselvésti 9 ja 4, ja vastaavat ominaisvektorit saa-
daan S:n sarakkeista: ne ovat siis muotoa

S {ﬂ ja t [_12} , missd vakiot s # 0 # .

N o . . . . 9 0
b) Matriisiksi £ kelpaa ominaisarvojen diagonaalimatriisi D = 0 4l
ja V saadaan skaalaamalla matriisin S sarakkeet 1-normisiksi.
(Huom! S:n sarakkeet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.)

S:n molempien sarakkeiden normit ovat v/12 + 22 = /5, joten kelpaa
V= \/igS . Tarkistus:
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Huom! Tehtdavin a-kohdassa toki ominaisarvot A € C voi laskea
my0s karakteristisesta yhtalostd 0 = det[R — ] ja sitten 16ytad vas-
taavat ominaisvektorit Gauss-eliminaatiolla. Ratkaisussa voi kuitenkin
oikaista, silla RS = SD =[S} S3|D = [95; 45,).

Tehtéavin b-kohdassa unitaarisen matriisin V' sarakkeet olisi voinut ker-
toa milld tahansa vakioilla a, 8 € C, joille || = 1 = |f]: ja jos mat-
riisin D ominaisarvojen paikat olisi keskenédén vaihdettu, olisi pitdnyt
vastaavasti vaihtaa V:n sarakkeiden paikat.
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4. Laske matriisin A = |1 2| singulaariarvohajoitelma (SVD).

0 2
Toisin sanoen etsi matriisit U, X, V, joille A = UXV™*,
missid U € R332,V € R?*? ovat ortogonaalisia (unitaarisia) ja
¥ € R3*2 on singulaariarvojen diagonaalimatriisi. Tarkista, etti
A = UXV*. (Vihje: huomaa, ettd A*A = R edellisesti tehtavistal)
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edellisestd tehtavastd! Matriisi V' saadaan siis edellisestd ratkaisusta,

ja A:n singulaariarvot ovat o; = /A =49 = 3, 09 = VA =4 =2

Ratkaisu: Nyt A*A = {
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Siten ¥ = [0 2|. Koska A = UXV™*, piatee AV = UX, ja téssi
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Siten U; = |5s/3| ja Uy = 0 |. Vektoriksi Us = |[b| kelpaa
4s/3 t ] c
miki tahansa yksikkévektori (1 = ||Us]]? = |a|® + \b|2 + |c]?), joka on
kohtisuorassa vektoreita Uy, U, vastaan: esim. (a,b,c¢) = (1,—2,2)/3

kelpaa. Tarkistus:
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