MS-C2111 Stokastiset prosessit Tentti
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos 13.12.2017, 16:30-19:30
Aalto-yliopisto K Kytola & A Karrila

Tentissé on 4 tehtavis, kukin arvoltaan 6 pistettd. Tentissd saa kiyttas ylioppilastutkintolautakunnan hyviksyméi laskinta
ja Ad-kokoista muistiinpanolappua. Muistiinpanolapun tulee olla kisin kirjoitettu, tekstis saa olla vain toisella puolella ja

lapun oikeassa yldkulmassa tulee olla opiskelijan nimi ja opiskelijanumero. Muistiinpanolappua ei tarvitse palauttaa.

Vuoden 2017 kurssin harjoituksista kertyneet bonuspisteet (0-6) lisitdin tentin kokonaispisteméiridéin. Erityisesti harjoituk-
sista maksimihyvityksen saaneen opiskelijan riittd4 periaatteessa ratkaista vain valitsemansa kolme tenttitehtdvii kurssin

maksimipisteiden saamiseksi.

1. Tarkastellaan diskreettiaikaista Markov-ketjua tilajoukolla S = {1,2,3,4} ja siir-
tyméatodennakoisyysmatriisilla :
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(a) Piirrd Markov-ketjun siirtymékaavio. - (1 p)
(b) Onko Markov-ketjulla yksikésitteinen tasapainojakaurma?- (1 p)
(c) Jos Markov ketju tilld hetkelld on tilassa 2, niin milld todenniksisyydelld se on
tilassa 2 myds neljén aika-askeleen kuluttua? ' (2 p)
(d) Laske odotettu kulkuaika tilaan 4 ldhtien tilasta 1. L _ (2 p)

2. Oletetaan, ettd meteorisuihkun aikana amatooritdhtitieteiliji Stellan havaitsemat

tihdenlennot muodostavat Poisson-prosessin intensiteetilld A = 0.45 (yksikkénd ——),
laskuriprosessinaan N = (N(t)) i>o (ajan t yksikkond minuutti). Laske seuraavat suu-
reet ja perustele vastauksesi:

(a) Todenﬁiikéisyys ]P’[N (15) = 5] sille, ettd varttitunnin aikana Stella havaitsee
tasan viisi tdhdenlentoa. (1 p)

(b) Ehdollinen todennéksisyys P[N(20) = 10| N(10) = 5] sille. ett& Stella kahden-
kymmenen ensimmaéisen minuutin aikana havaitsee yhteensd kymmenen tédhden-
lentoa, kun héinen tiedetdin ensimmaéisessd kymmenessi minuutissa havainneen
niitd viisi. (2 p)

(c) Ehdollinen todennéksisyys P[N(5) = 0| N(30) = 12] sille, ettei Stella en-
simmaéisen viiden minuutin aikana havainnut yhtéén tdhdenlentoa, kun hénen
tiedetdsn koko puolen tunnin tarkkailurupeamansa aikana havainneen niité tusi-

nan verran. (2 p)

(d) Todenndkoisin lukuméira tdhdenlentoja, jonka Stella havaitsee ensimméisen
15 minuutin aikana. 4 (1 p)



3. Léhettdmalld samanlaiset kirjeet kolmelle henkilolle Tarmo aloittaa vanhojen hy-
vien aikojen ketjukirjeen, jossa vastaanottajaa pyydetaian ldhettidméain kopio kirjeesti
edelleen kolmelle uudelle vastaanottajalle. Oletetaan yksinkertaistetusti, ettd kukin
ketjukirjeen vastaanottaja toisistaan riippumattomasti todennékéisyydelld 0.40 nou-
dattaa kirjeen pyyntod kolmen kopion edelleenlidhettdmisestéd ja muussa tapauksessa
ei edelleenldhetéd yhtdan kopiota.

(a) Kirjoita yhden vastaanottajan edelleenlihettdmien kirjeiden lukuméérin Y to-
dennékoisyydet generoiva funktio ¢y. S (2 p)

(b) Odotusarvoisesti, kuinka moni saa kirjeen sellaiselta henkiloltd, joka sai kirjeen
ketjun alkuperiiseltd lahett&jélta, Tarmolta? (2 p)

(c) Mikd on (ylldolevan yksinkertaistetun mallin mukainen) todenniikéisyys sille,
ettd ketjukirjeen ldhetteleminen edelleen jatkuu loputtomiin? (2 p)
Vihje: Jos kolmannen asteen polynomiyhtilén yhden juuren osaa pddtelld. palautuu yhtdlon
ratkaiseminen toisen asteen yhtilon ratkaisuun.

4. Lentokenttdbussi kuljettaa kierroksellaan matkustajia juna-asemalta kahteen mah-
dolliseen terminaaliin, A ja B. Vietydin kaikki matkustajat terminaaleihinsa bussi
palaa asemalle hakemaan seuraavat matkustajat. Bussin kierroksessa kesté:

- 12 min, jos kyydissd on molempiin terminaaleihin ‘pyrkivié ﬁiétkustajia

- 10 min, jos kyydissé on terminaaliin B pyrkivid mutta ei terminaaliin A byrkiviéi.
matkustajia '

- 8 min, jos kyydissd on vain terminaaliin A pyrkivid matkustajia
(myos vaikka matkustajia ei olisi ollenkaan).

Uusia terminaaliin A pyrkivid matkustajia tulee asemalle riippumattomin Exp( Q;in )-

jakautunein véliajoin ja uusia terminaaliin B pyrkivid matkustajia tulee asemalle

riippumattomin Exp(mllin)—jakautunein véliajoin, toisistaan riippumattomasti. Aina

edelliseltéd kierrokselta palattuaan, bussi ottaa kierroksen aikana saapuneet matkus-
tajat kyytiin ja ldhtee uudelle kierrokselleen.

(a) Muodosta bussin kierroksista diskreettiaikainen kolmitilainen Markov-ketju, jon-
ka tilat kuvavat sité, onko kierroksella molempiin terminaaleihin pyrkivii, ter-
minaaliin B pyrkivid mutta el terminaaliin A pyrkivid, vai vain terminaaliin A
pyrkivid matkustajia (mukaanlukien kierrokset, joilla matkustajia ei ole ollen-
kaan). Perustele lyhyesti, miksi prosessi on Markov-ketju. Anna ketjun siirtymé-
todennékoisyysmatriisi. (3 p)

(b) Pitkilld aikavélilld, kuinka kauan bussin kierroksessa keskimisrin kestaa? (3 p)



