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Loppukoe 14.12.2017

Ei laskimia, ei taulukoita. Koeaika on 3 tuntia.

Sinulla on kaksi vaihtoehtoa :
o Ratkaise tehtévit 1-4. Talloin kurssin arvosana méairidytyy laskuharjoitustehtéivien ja
kokeen arvosanan perusteella.

o Ratkaise tehtévat 1,3,5,6. T4ll6in kurssin arvosana mééraytyy pelkin kokeen arvosanan
perusteella.

1. Olkoot funktio f : R? x R? - R

1 1 1
flz,y) = §$1yl + 53313/2 + §$2y1 + Z2y2.

(i) Etsi matriisi A € R2%? siten, ettd f(x,y) = T Ay.
(ii) Naytd ettd f on sisdtulo. .
(iii) Mééritellddn normi ||:1:[|§ = f(z,z). Olkoot
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Etsi a € R siten etti

saa pienimméin arvonsa.

2. Olkoot matriisin A € R3*2 singulaariarvohajotelma muotoa
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(i) Masritd ortonormaali kanta avaruuksille R(A) seka N (A)
(ii) Etsi vekorit @ € R3,b € R? siten, etts '

A=abl.
(ii) Etsi kaikki yhtléryhmén

Az =

N O N

ratkaisut.



3. Olkoot a € R, Ay, Ay, A3 € R?>*? siten, etti
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(i) Mitks matriiseista Ay, A2, A3 ovat diagonalisoituvia ?
(ii) Kirjoita matriisi As muodossa Ay = I + N. Niyt4, ettd N on nilpotentti ja todista

identiteetti
3 =I+nN.
Laske A2017 ja A1%12.
4. Olkoot b € R3 ja _
1 -1
A=1|1 0.
1 1

(i) Laske matriisin R(A):n ortonormaali kanta kdyttdmélld Gram-Schmidt prosessia.
(i) Laske ortogonaaliprojektio P € R3*3 R(A):lle
(iii) Tarkastellaan tehtivii : Etsi € R? siten, etti

| Az — bl

saa pienimmé&n pienimméin arvonsa. Nayti, ettd tehtdvan ratkaisu x toteuttaa
yhtélén Az = Pb, jossa P on kohdassa (ii) mééritelty ortogonaaliprojektio.

5. Olkoot matriisin A € R3*? singulaariarvohajotelma muotoa
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(i) Masrita R(A) sekd ortogonaaliprojektio (Euklidisen sisétulon mielessd) R(A):lle
(ii) Olkoot b € R3. Tarkastele PNS - tehtivii : etsi € R3 siten, ettd
| Az — b3
saa pienimméi arvonsa. Néiytéi, etﬁi PNS-tehtdvin ratkaisu @ toteuttaa yhtidlon
Az = Pb, jossa P on ortogonaaliprojektio R(A):lle.
- (iii) Ratkaise PNS - tehtdv, kun b on siten, ettd
2v2 +1
1

b=
-1 .

6. Olkoot M € R?*2, M = MT kisntyvs matriisi.

(i) Naytd ettd ||| ar := | Mx||2 on vektorinormi.
(if) Nayts, ettd vektorinormin || - ||ps indusoimalle matriisinormille ||| - ||| péatee
1Al = IMAM ™ 2.

(iii) Olkoot
3 0] . |10
A= [0 4] ja M= [O 2} .

Laske [||A[l] ja |4 [l2



