Todennakéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi * Tentti
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos 11.12.2017
Aalto-yliopisto L Leskela

Ohje: Vastaa lyhyesti ja ytimekka#sti, mutta perustele ratkaisusi. Pelkki lukuarvo vastauksena ei
anna pisteitd. Kokeessa on 4 tehtdvai, jokaisesta saa 0-6 pistettd. Merkitse jokaiseen vastauspaperiin:

e Kurssin nimi ja koodi

e SUKUNIMI, ETUNIMET ja OPISKELIJANUMERO (tikkukirjaimin)
e Koulutusohjelma ja vuosikurssi

e Paivamaéaéréd ja nimikirjoitus

Sallitut apuvélineet: Mellinin tilastolliset taulukot, laskin ja ad-muistilappu (késin kirjoitettu,
tekstia vain toisella puolella, oikeassa yldkulmassa oma nimi, ei tarvitse palauttaa)

T1 Laatikossa on kolme noppaa: yksi 4-sivuinen ja kaksi 6-sivuista. Kaikki nopat on numeroitu
normaaliin tapaan ykkosestd eteenpéin. Ystévési valitsee laatikosta yhden nopan umpiméahkiin
ja heittad sitd kerran ndyttamattd noppaa sinulle. Merkitdan

S = valitun nopan sivujen lukumaéra,

T = nopanheiton tulos.

(a) Maéritd satunnaismuuttujien S ja T' yhteisjakauma listaamalla kaksiulotteiseen tauluk-

koon parin (S,T") mahdollisten arvojen todennékoisyydet. (2p)
(b) Ovatko S ja T stokastisesti riippuvat vai riippumattomat? Perustele miksi. (1p)
(c) Maéiritd satunnaismuuttujan 7" jakauma ja odotusarvo. (2p)

(d) Ystévési paljastaa, ettd nopanheiton tulos on 3. Mikd on tdmén tiedon valossa todenné-
koisyys, ettd heitetty noppa oli 6-sivuinen? (1p)

T2 Kun satunnaisotannalla valitun 2500 suomalaisen aikuisen pituudet (cm) mitattiin, saatiin
keskiarvoksi 170.9 ja otoskeskihajonnaksi 11.4. M&aritd mittaustulosten perusteella kaikkien
suomalaisten aikuisten keskipituudelle p:

(a) piste-estimaatti, (1p)
(b) likiarvoinen luottamustason 99% luottamusvali. (2p)

(c) Jos yo. mittaus uusittaisiin kymmenen kertaa suuremmalle satunnaisotokselle, niin miten
paljon kapeampi luottamusvéli todennékdisesti saataisiin 99% luottamustasolla?  (1p)

(d) Onko (b)-kohdan luottamusvélin méérittdmisessd tarpeen olettaa, ettd suomalaisaikuisten
pituudet koko viestdssd noudattavat likimain normaalijakaumaa? (1p)

(e) Selitd, mitd tarkoittaa harhaton estimaattori. Onko (a)-kohdassa raportoimasi piste-
estimaatti laskettu harhattomalla estimaattorilla? (1p)
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T3 Tieverkon sulana pitdmiseen on varastoitu suolaa 200 cm lumiméérin varalle. Yksittiisen
talvipdivin aikana lunta sataa keskimé&érin 4.5 c¢m, keskihajonnan ollessa 2.5 c¢m. Tulevien
talvipdivien lumiméérit oletetaan toisistaan riippumattomiksi.

(a) Laske 50 talvipaivan aikana sataneen lumimééirin odotusarvo ja keskihajonta. (2p)

(b) Onko yo. tietojen pohjalta mahdollista laskea, millé todennékdisyydella yksittdisend tal-
vipaivana sataa lunta yli 12 cm? Jos on, ilmoita vastaus. Jos ei, selitd miksi ei. (1p)

(c) Laske normaaliapproksimaation avulla arvio todennakéisyydelle, etté suola riittid 50 tal-
vipaivaksi. (1p)

(d) Arvioi normaaliapproksimaatiota kiyttéen, kuinka paljon enemmén suolaa pitéisi varata,
jotta sitd riittaisi 50 talvipdiviksi vahintddn 99% todennakoisyydella? (1p)

(e) Mitka ylldolevista laskelmista pitdvit paikkansa myds silloin, kun talvipgivien riippumat-
tomuusoletuksesta luovutaan? (1p)

T4 Tuntematon dataldhde tuottaa stokastisesti riippumattomia {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja

tiheysfunktiona
1—6 z; =0
; 0 — 3 T ?
Flai10) {9, A

missé § € (0,1) on tuntematon parametri. Datalihteestd on havaittu luvut z; = 1, 2, = 0,
z3 =1, z¢4 = 1, z5 = 1. Auta Ronaldia, Karlia ja Thomasia estimoimaan parametrin 8 arvo
néiden havaintojen pohjalta.

(a) Ronald padttad kiyttdd suurimman uskottavuuden estimaattia. Masrité parametrin us-
kottavuusfunktio ja laske sen avulla suurimman uskottavuuden estimaatti datajoukolle

x=(Z1,...,T5)- (2p)

(b) Karlin kéiyttdmén estimaatin arvo méadrdytyy ratkaisemalla @ yhtalosté

E(X |6) sz,

jonka vasemmalla puolella on jakaumaa f(z;|6#) noudattavan satunnaismuuttujan odo-
tusarvo ja oikealla puolella havaintojen keskiarvo. Laske tamén estimaatin arvo datajou-
kolle z. (2p)

(¢) Thomas tulkitsee tuntemattoman parametrin satunnaismuuttujaksi ja valitsee priorija-
kaumaksi yksikkovélin tasajakauman tiheysfunktiona

1, 0 (0,1),
p(d) = { (0. 1)
0, muuten.

Thomas paéttdéd kiyttdd estimaattina posteriorijakauman odotusarvoa. Laske tdmén es-
timaatin arvo datajoukolle z. (2p)
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Normaalijakauman taulukko

Allaolevaan taulukkoon on koottu lukuarvoja normitetun normaalijakauman kertymafunktiolle

= 1
Fy(z) = / ——2;e“t2/2dt.

T | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.818 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 '0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 09131 0.9147 09162 0.9177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 09251 09265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 09394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 09750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 0.9772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 . 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 0.9803 0.9806 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 {1 0.9974 09975 0.9976 0.9977 09977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 | 0.9990 09991 09991 0.9991 09992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9997  0.9998
3.5 | 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998  0.9998
3.6 | 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
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