Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Kurki
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0301 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3

MS-A0303 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3

Kurssitentti ja yleinen tentti 5.4.2017 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kdyttés laskimia eikd taulukoita. Tayté kaikki otsaketiedot kaikkiin
vastauspapereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtivii otetaan mukaan arvosteluun.
Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtivii.

Jokainen kurssille osallistunut voi halutessaan yrittd4 kuutta tehtévis, jolloin arvo-
sana médrdytyy paremman vaihtoehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtivad + laska-
ripisteet” tai "pelkét kuusi koetehtavad”.

1. Origokeskisen R-séteisen pallon B(R) lampétila laskee keskipisteestd mitatun
etéisyyden funktiona keskipisteen arvosta 100 pinnan arvoon 0 muodossa.

T=T()=100(1-r*/R%), 0<r<R.
Laske pallon keskilampdtila

T:if/f Tdv.
V JJ /s

2. Olkoon F(z,y,2) =yi—zj+k, kun (z,y,2) € R3.
a) Osoita, ettei vektorikentalld F ole skalaaripotentiaalia.
b) Laske vektorikentdn F viivaintegraali pitkin umpinaista kiyras C, joka
(i) kulkee ensin pisteests (1,0, 0) pisteeseen (1,0, 27) pitkin ruuviviivaa (Helix-
kiyrd) r(t) = (cost,sint,t), 0 <t < 2m,
(i) palaa sitten pisteestd (1,0,2x) suoraan alas pisteeseen (1,0,0).

3. Olkoon D C R? suunnikas, jonka kirjet ovat pisteissé (—2, —1), (3,~1), (6,3)
ja (1,3). Pédttele symmetrian perusteella suunnikkaan D keskitn koordinaatit
ja laske sen jélkeen Greenin kaavan avulla viivaintegraali

% (3y2 + 2:1:&”‘"2) dz + 2z%ye? dy.

8D

4. Laske vektorikentsn F(z,y,z) = zi + y%j + 2%k vuo pinnan 22 + 42 + 22 = 1
(vksikkdpallo) lipi, kun positiivinen suunta on ulospéin.

5. Olkoot f: R® = R ja g: R? — R kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvia skalaari-
kenttia.
a) Osoita (joko suoraan laskemalla tai nabla-kaavoja kiyttamalls), etts

VX (fVg+gVf)=0.

b) Olkoon lisiksi Af = Ag = 0. Osocita (joko suoraan laskemalla tai nabla-
kaavoja kdyttamalld), ettd

V- (fVg—-gVf)=0.

Kainna!



6. Olkoot R > r vakioita. Torus on (auton sisdrenkaan tai munkkirinkilén muotoi-
nen) pinta, joka syntyy r-séteisen ympyrédn keskipisteen kiertiessd R-siteisen
ympyran kehan; vrt. kuvio. Toruksella on parametrisointi

r(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R + rcosu) sin v, 7 sin u).

kun 0 < u < 27, 0 < v < 27, Osoita, ettd parametrisoinnin pinta-alan suu-
rennussuhde on 7(R + r cos u) ja ettd toruksen pinta-ala on muotoa 277 - 27R.
(Erikoistapaus Pappuksen lauseesta)
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Lisitieto: Erditi trigonometristen funktioiden arvoja:

T " o iy

a - &% ° % 1 3 37 7
sin(e) —1/v2 -1/2 0 1/2 1/v/2 +/3/2 1
cos(a) 1/v2 /372 1 +/3/2 1/¥v2 1/2 0 -1
tan (o) -1 —1/\/5 0 1/\/5 1 vV3i - 0

Eriitid kaavoja:
¢ V-(aF+bG)=aV-F+bV -G, VX (aF+0G)=aVx F+bVxG,a.beR
e VxVf=0,V-(VxF)=0

V- (fF)=Vf -F+f(V-F), VX (fF) = Vf xF+ f(V x F)
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o Talld kurssilla n = yksikkénormaali.

.fffDV-FdV //;DF-ndS

of (V% F)-ndS = F-dr:% Fidz+ Fody + Fsdz
P apP ap

e (r,¢,8): x = rsin(p}cos(d), y = rsin(p) sin(f), z = r cos(yp),
dV = r?sin(p) dr dip df

o (p,0,2): x=pcos(f), y=psin(#), z =2, dV = pdpdfdz
o sin?z 4 cos?z = 1, sin(2z) = 2sinzcos 7, cos(2z) = 2cos?z — 1 = 1 — 2sin’z,
gin® & = sinz(1 — cos® z).

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!

Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydessd. Myds uusijoiden
tiytyy ilmoittautua tenttiin.
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