Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-C1540 Euklidiset avaruudet

Alestalo/Gutiérrez

Kurssitentti ja yleinen tentti 12.2.2018 klo 13-16.

Kokeessa ei saa kiyttds laskimia eikd taulukoita. Taytd kaikki otsa-
ketiedot kaikkiin vastauspapereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtivii otetaan mukaan.
Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtavaa.

Jokainen voi halutessaan yrittda kuutta tehtdvad, jolloin arvosana
mairiytyy paremman vaihtoehdon mukaan: ” viisi parasta koetehtavas
+ laskaripisteet” tai ” pelkat kuusi koetehtdvad”.

1. Osoita, ettéd kaava

Iz, Il = 2|z] + 3yl

méirittelee normin tasossa R2.
b) Laske pisteiden (1, 2) ja (3, 5) vélinen etéisyys a-kohdan normin
madraamassi metriikassa d.

2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A, B C X epatyhjia.
a) Osoita, ettd niiden ldpimitoille on voimassa epéayhtalo

diam(A U B) < diam(A) + diam(B),

jos AN B # (. (Lapimitalle on kurssilla kiytetty myos merkint4s
d(A) = diam(A).)

b) Anna konkreettinen esimerkki (esim. kuvio) tilanteesta, jossa
a-kohdan epiyhtilé ei ole voimassa tapauksessa AN B = ().

3. Tarkastellaan metrisen avaruuden (X, d) osajoukkoa A C X. Sen
sisidsidde r(A) médritelliin kaavalla

r(A) =sup{r > 0| dz € A, jolle B(x,r) C A}.

a) Oletetaan, etti A C X on kompakti osajoukko, jolla on
sisdpisteitd. Osoita, ettd r(A) on &éarellinen ja ettd on olemas-
sa sellainen a € A, jolle B(a,r(A4)) C A.

b) Péteeko a-kohdan tilanteessa myos B(a,r(A)) C A?

4. Tassd tehtdvissd joukossa R kiytetddn tavallista metriikkaa.
Magdritellasn f,: R — R,

2

falx) =€, z €R,

kun n € N. Eksponenttifunktion ominaisuudet oletetaan tunne-

tuiksi.

a) Madritd funktiojonon (f,,) pisteittdinen rajafunktio f: R — R,
flz)= :lmb fn(z), z € R.

b) Suppeneeko jono (f,) tasaisesti joukossa R kohti funktiota f7

c) Osoita, ettd jono (f,) suppenee tasaisesti vililla [1,2] kohti
funktiota f.

5. Olkoon (X,d) metrinen avaruus, (E,|.||) normiavaruus ja
f,g9: X — E jatkuvia pisteessi a € X. Osoita ¢ — 6-méaritelmas
kayttamalla, ettd funktio f 4+ 3g on jatkuva pisteessé a.

6. a) Olkoon f: (X,d) — (Y,d') on tasaisesti jatkuva: Jokaista € > 0
vastaa sellainen ¢ > 0, etta

d'(f(z), f(y)) < e aina, kun z,y € X ja d(z,y) <.

Osoita: Jos (z,) on Cauchy-jono X:ssé, niin (f(z,)) on Cauchy-
jono Y :ssé.

b) Olkoot (X,d;) ja (Y,ds) metrisid avaruuksia. Oletetaan, etté
avaruus X on epdyhteniinen. Osoita, ettd tuloavaruus Z = X XY
on epdyhtensinen. Tuloavaruuden metriikkana esimerkiksi kurs-
silla kisitelty

&AA.&“ m\vv A\Qgcvv = B@xﬁ&;&u@vv &mﬁc\cvvu AH‘@Y A\:J dv €7
(mutta metriikan valinta ei ole olennainen kohta).

Huom. 1: Kurssitentin voi uusia seuraavan yleisen tentin yhteydessé,
jolloin laskaripisteet ovat vield voimassa. Myos uusintaan osallistuvien
taytyy ilmoittautua tenttiin.

Huom. 2: Palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!



