1. Bevisa att formeln

Iz, 9l = 2|zt + 3]yl

definierar en norm i planet R2.
b) Berikna distansen mellan punkterna (1, 2) och (3, 5) i metriken
d, som normen i del a) inducerar.

. Lat (X,d) vara ett metriskt rum och A,B C X icke tomma
mangder.
a) Bevisa att deras diametrar satisfierar olikheten

diam(A U B) < diam(A) + diam(B),

om AN B # 0. (Pa kursen har vi ocksd anvint beteckningen
d(A) = diam(A) for diametern.)

b) Ge ett konkret exempel (t.ex. en figur) av en situation, dér
olikheten i del a) inte giiller om AN B = §.

. Vi betraktar en delméngd A C X i ett metriskt rum (X, d). Dess
inre radie r(A) definieras med formeln

r(A) = sup{r > 0|3z € A sd att B(z,r) C A}.

a) Lat A C X vara en kompakt delmingd som har inre punkter.
Bevisa att 7(A) dr dndlig och att det finns en punkt a € A, som
satisfierar B(a,r(A)) C A.

b) Géller det i situationen i del a) ocks4 att B(a,r(A4)) C A?

. I det héar problemet anvinder vi den vanliga metriken i R. Vi
definierar f,: R —» R,

folz) = mlau, z € R,
dé n € N. Exponentialfunktionens egenskaper antas kinda.
a) Bestdm funktionféljdens (f,,) punktvisa gréansfunktion f: R —
R,
f(z) = lim f,(z), z € R.

n—oo
b) Konvergerar foljden (f,) likformigt i méngden R mot funktio-
nen f?
c) Bevisa att foljden (f,) konvergerar likformigt i intervallet [1,2]
mot funktionen f.

. Lat (X,d) vara ett metriskt rum, (E,||.||) ett normerat rum och

1at f,g: X — E vara kontinuerliga i punkten a € X. Bevisa med
hjélp av € — d-definitionen, att funktionen f + 3g #r kontinuerlig
i punkten a.

. a) Lat f: (X,d) - (Y,d') vara likformigt kontinuerlig: Fér varje

€ > 0 finns det ett § > 0, s att
d(f(z), f(y)) <e dd=z,y € X och d(z,y) < 6.

Bevisa: Om (z,) &r en Cauchyfoljd i X, s& ar (f(z,)) en Cauchy-
folid Y.

b) Lat (X, d;) och (Y, d;) vara metriska rum. Vi antar att rummet
X &ar osammanhéngande. Bevisa, att produktrummet Z = X xY
ar osammanhéngande. Metriken i produktrummet ir t.ex.

&AAH“ @v, Aﬁsevv = B@XA&HAH‘QY&NA?@:“ A.&.“N\vu AQJ Gv €z

som behandlades pad kursen (men valet av metrik #r inte en
visentlig punkt).



