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Ohje: Vastaa lyhyesti ja ytimekkadsti, mutta perustele ratkaisusi. Pelkkéd lukuarvo vastauksena ei
anna pisteitd. Kokeessa on 4 tehtévad, jokaisesta saa 0-6 pistettd. Merkitse jokaiseen vastauspaperiin:

o Kurssin nimi ja koodi
e SUKUNIMI ja ETUNIMET (tikkukirjaimin)

Opiskelijanumero

Koulutusohjelma ja vuosikurssi

Paivamaéaara ja nimikirjoitus

Sallitut apuvilineet: Laskin ja ad-muistilappu (késin kirjoitettu, tekstié vain toisella puolella,
oikeassa yldkulmassa oma nimi, ei tarvitse palauttaa)

T1 Heitetéiéin kahta kuusisivuista noppaa. Olkoon satunnaismuuttuja X; ensimmaisen nopan
silmiluku ja X5 toisen nopan silmiluku (voidaan olettaa, ettd X, ja X, ovat riippumattomia).
Merkitidn lisiksi N = min(X;, X5) (silméiluvuista pienempi) ja M = max(X1, X5) (silmélu-
vuista suurempi).

(a) Etsi satunnaismuuttujan N jakauma ja odotusarvo ‘ (2p)

(b) Etsi satunnaismuuttujien N ja M yhteisjakauma. Ovatko satunnaismuuttujat N ja M
riippumattomat (perustele vastauksesi)? (3p)

(c) Etsi satunnaismuuttujan N ehdollinen jakauma ehdolla M = 4. (1p)

T2 Satunnaiskulkija lihtee liikkeelle origosta ja liikkkuu sekunnin vélein joko yhden yksikén
vasemmalle, yhden yksikon oikealle tai pysyy paikallaan (ks. kuva seuraavalla sivulla). Kaikki
kolme vaihtoehtoa ovat yhté todennikdiset, ja se mité kulkija tekee kullakin ajanhetkelld (liik-
kuu vasemmalle/liikkuu oikealle/pysyy paikallaan) on riippumaton kaikesta sen aikaisemmasta
toiminnasta.

Olkoon X; satunnaismuuttuja, joka saa arvon —1, jos kulkija ottaa ¢:nnen sekunnin aikana
askeleen vasemmalle, arvon 0, jos kulkija pysyy i:nnen sekunnin aikana paikallaan ja arvon 1,
jos kulkija ottaa i:nnen sekunnin aikana askeleen oikealle. Tallom summa S, = > | X; keltoo
satunnaiskulkijan sijainnin n sekunnin jalkeen.

(a) Midrita satunnaismuuttujan X odotusarvo ja keskihajonta. (2p)
(b) Méérita satunnaismuuttujan Sigo odotusarvo ja keskihajonta. \ (2p)

(¢) Arvioi normaaliapproksimaatiota kiyttéen likimé4rdinen todennékdisyys sille, etté satun-
naiskulkijan etéisyys origosta on 100 sekunnin jilkeen yli 10 yksikkoa. (2p)
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T3 Signaalinkésittelijit ovat kehittédneet kohinaisen tiedonsiirtokanavan, jonka viesteihin ai-
heuttamien virheiden tiedetdén olevan normaalijakautuneita satunnaislukuja odotusarvona L
(tuntematon) ja keskihajontana o = 3 (voidaan olettaa, ettd kanavan eri viesteihin aiheuttamat
virheet ovat riippumattomia). He léhettivit kanavan lipi n = 100 viestid ja mittasivat niihin
aiheutuneiden virheiden suuruudet z1, ..., z,.

Auta signaalinkisittelij6ité testaamaan 5% merkitsevyystasolla nollahypoteesia H : w=20
suhteessa vastahypoteesiin H; : u # 0. Kayts testisuuretta

m(z)
tz) = ;
( ) O'/\/’E
missé m(z) = L 37 | z; on havaitun datajoukon keskiarvo. Huom. riippumattomien normaali-

Jakautuneiden satunnaismuuttujien keskiarvo on myds normaalijekautunut.
a) Maéritéd testisuureen p-arvo datajoukolle, jonka keskiarvo on m(z) = 0.9. (2p)

(
(b

Mika on testin johtopddtds (a)-kohdan havainnolle? (1p)

)
)
(c) Maaritd nollahypoteesin hylki&miseen johtavien testisuureen arvojen joukko. (1p)
(d) Méérité testin hyviksymisvirheen todennékdisyys, kun tuntemattoman parametrin todel-
lisen arvon tiedetdén olevan pu = 0.3. (2p)

T4 Tietyn lajin perhosilla on joko keltaiset, oranssit tai punaiset siivet. Aloitteleva entomologi
Aino ei tiedd eri virien osuuksia, mutta on pdétellyt, ettd kelta- ja punasiipisid perhosia on
kumpiakin koko populaatiosta osuus 6 ja oranssisiipisii osuus 1 — 26, missd 0 < 0 < 1 /2.
Selvittddkseen tuntemattoman parametrin 6 arvon, Aino kerid viisi kyseisen lajin perhosta ja
havaitsee niiden siipien véreiksi: punainen, keltainen, punainen, oranssi, keltainen.

Olkoon X; satunnaismuuttuja, joka saa arvon 0, jos i:nnes perhonen on keltasiipinen, arvon
1, jos i:nnes perhonen on oranssisiipinen ja arvon 2, jos i:nnes perhonen on punasiipinen. T#ll6in
satunnaismuuttujan X; tiheysfunktio on,

9, €Ty = O7

Q, €Ty = 2,
ja Aino havaitsee siis arvot 1 = 2, o = 0, 23 = 2, 24 = 1, z5 = 0. Perhospopulaation
suuren koon vuoksi voidaan olettaa, ettd satunnaismuuttujat X, ..., X5 ovat riippumattomia

toisistaan.

(a) Auta Ainoa muodostamaan parametrin 6 uskottavuusfunktio héinen havaitsemansa data-
joukon zi, ..., x5 suhteen. (1p)
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(b)

(c)

Auta Ainoa muodostamaan parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti hénen
havaitsemansa datajoukon zy,..., x5 suhteen. (2p)

Ainon kollega Uolevi epiilee, etté vain pieni osa kyseisen lajin perhosista on oranssisiipisia.
Titd uskomusta kuvastaa hénen mielestddn hyvin priorijakauma, jonka tiheysfunktio on
po(6) = 86,0 <6 <1/2.

Auta Ainoa muodostamaan Bayes-estimaatti parametrin 6 arvolle laskemalla piste, jossa
posteriorijakauman tiheysfunktio saa suurimman arvonsa, kun posteriorijakauma laske-
taan kiyttamalld priorijakaumaa pg, datapisteitd xq,..., s ja samaa stokastista mallia
kuin (a)-kohdassa.

(Vihje: Sinun ei tarvitse laskea posteriorijakauman normitusvakiota vaan pystyt ratkaisemaan
tehtivan pelkén normittamattoman posteriorijakauman avulla.) (3p)
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Normaalijakauman taulukko

Allaolevaan taulukkoon on koottu lukuarvoja normitetun normaalijakauman kertyméfunktiolle

i 2
Fz(z) = / e /2 dt.

—co V2T

i | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 - 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 | 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951  0.9952
2.6 | 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 = 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 09974 0.9975 0.9976 0.9977  0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990  0.9990
3.1 [ 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 1 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995  0.9995
3.3 [ 09995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996  0.9997
3.4 1 09997  0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9998
3.5 | 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998  0.9998
3.6 | 0.9998 0.9998  0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
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