KJR-C2002 Kontinuumimekaniikan perusteet
Tentti, keskiviikko 12.12.2018, 8:00-12:00

Malliratkaisut

Tassd on annettu mallivastaukset ja joitakin pisteytyksen periaatteita, mutta yksittdisten tenttivastausten
kohdalla pisteytysperiaatteita on saatettu soveltaa kokonaisuuden kannalta sopivalla tavalla.

Tehtdva 1. (tot. 6 p)
Vastaa sanallisesti

a) Mita eroa on Lagrangen ja Eulerin kuvaustavoilla? Anna esimerkki ongelmasta, jossa on kaytannéllista
soveltaa Lagrangen kuvaustapaa sekd ongelmasta, jossa on hyva soveltaa Eulerin kuvaustapaa. (2p)

Vastaus: Vastauksesta pitdd tulla ilmi ymmdrrys, ettd Lagrangen kuvaus tarkastelee tiettyd ainepistettd
eli partikkelia (partikkelin liikettd). Eulerin kuvaus taas tarkastelee tiettyd kiintedd koordinaatiston
pistettd, jonka kautta partikkelit kulkevat. Esimerkiksi: Lagrangen kuvaus tarkastelee palkin keskiviivan
ainepisteitd ja niiden siirtymid, kun taas Eulerin kuvauksella tarkastellaan putken jotain tiettyd
poikkileikkausta, jonka ldpi aine virtaa (poikkileikkauksen kohdalla on eri ainepartikkeleita eri
ajanhetkind).

1 piste, jos osaa selittdd eron ja 1 piste, jos on antanut hyvdn esimerkin.

b) Mita ovat systeemi, kontrollitilavuus ja kontrollipinta? Missad yhteydessa naita kasitteita tarvittiin kurssilla?
(2p)

Systeemi (niin kuin se télld kurssilla mddriteltiin) on jokin tietty ainemddrd, jota on jdrkevdd tarkastella
kokonaisuutena. (Muilla kursseilla on saattanut olla hieman erilaisia tapoja mddritellé systeemi, enkdé ole
sakottanut, jos niitd on kdytetty).

Kontrollitilavuus on jokin tilavuus, jonka avulla systeemin tilaa tarkastellaan matemaattisesti. Kurssilla
kontrollitilavuus oli aina muuttumaton, mutta joissakin analyyseissa se voi myds muuttua.

Kontrollipinta on kontrollitilavuuden rajaava pinta. Tarkastellaan aineen virtausta kontrollipinnan lépi.

Nditd kdsitteitd tarvittiin virtausmekaniikan ongelmien ratkaisussa. Sdilymislait esitettiin kontrollitilavuuden
avulla kirjoitettuina yhtdléind.

c) Mita oletuksia tehtiin Bernoullin palkkiteorian kinematiikan johtamisessa? (2p)

Kinematiikan johtamisessa oletettiin, ettd palkin paksuuden ja korkeuden suuntaiset viivat pysyviit
pituudeltaan muuttumattomina ja kohtisuorina keskiviivaa vastaan. Tésté oletuksesta seuraa, etté ainoa
venymdkomponentti on &,,, eli palkin pituuden suuntainen komponentti. Tdstd tiedosta annettiin téydet 2
pistettd.

Toki taustalla vaikuttaa myéds kaikki kurssin oletukset: aine on jatkuvaa eli kontinuumia, muodonmuutos on
lineaaris-elastista, muodonmuutokset ovat pienid, palkki on hoikka rakenne eli paksuus ja korkeus suhteessa
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pituuteen ovat hyvin pienid (1D). Jos nditd on lueteltu ilman ylld olevia varsinaisia Bernoullin palkkiteorian
oletuksia, on tehtdvdstd yleensd annettu 1 piste.

Tehtdva 2 (tot. 8 p.)

Pisteen jannitystila on kuvan mukainen

100 MPa

20|MPa y

a) Kirjoita jannitystensorin komponenttimatriisi. Onko kyseessa tasojannitystila vai 3D-jannitystila?
Miksi? (1p)

b) Laske paajannitykset ja niiden suunnat kuvan jannitystilalle. (6p)

c) Maaritd paajannityksia vastaavat venymakomponentit, kun materiaali on terasta (E = 200 GPa ja

v = 0.3) (1p)
Ratkaisu:
-30 =20 O
a)[o] =|-20 0 0 |MPa
0 0 100

Kyseessa on 3D-jannitystila, koska tasojannitystilassa pitdisi olla joko 0,5 = 015 = 05,3 =0, 011 = 043 =
043 = 0tai 033 = 013 = 053 = 0. Tassa tapauksessa 0,, = g,3 = 0, mutta g1, # 0.

b) Yhteenveto pisteytyksesta: 2 pistettd paajannityksista, 4 pistettd pasjannitysten suunnista. Painotus
siihen, etta ratkaisu ldhtee etenemaan oikealla tavalla.

Padjannitykset saadaan ratkaisemalla yhtalo

det(c —AI) =0
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-30—1 =20 0
—20 0-4 0 =0
0 0 100—-41

0 20 0 _
100—/1| (20)|0 100—/1_0

(=30 — 1) |0 ) A
(=30 =) (—=A)(100 — 1) + 20(—=20)(100—-1) =0
Otetaan (100 — A) yhteiseksi tekijaksi
(100 = D) ((—=30 — (=) —20%)=0
A1 =100
A2 +301—400=0
Ratkaistaan toisen asteen yhtalo ja saadaan loput ominaisarvot
A, =10
Az = —40
Ominaisarvot: 1, = 100, 4, =10, A3 =-40

Paajannitykset ovat jannitysmatriisin ominaisarvot. Yleensa suurin pdajannitys on Op1 jne. Siten
paajannitykset ovat:

gp1 = 100 MPa
0pz = 10 MPa
opz = —40 MPa

Padjannitysten suunnat saadaan, kun lasketaan ominaisvektorit matriisille [O']
Ominaisvektorit ratkaistaan yhtalosta
(c—AI)-x=0

Pdajannitystd 0,4 = 100 vastaava ominaisvektori x?"Y saadaan ratkaisemalla

(»1)

-30-100 —20 0 *1 0
[ 20  0-100 0 ] xPY ={0}
0 0 100 — 100/ { _wn] (o
X3
PV
-130 —20 o07(* 0
—20 -100 0|{xPV =40
0 0 0 (r1) 0
X3

Ratkaistaan yhtaloryhma:
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((229)] (r1) _
—130x;" " —20x," " =0
—20xPY —100xPY = 0
Edellinen on tosi vain, jos xipl) = xgpl) = 0. Jotta ominaisvektorin pituus olisi 1, on oltava

1 1 1
(x:EP ))2 + (Xép ))2 + (x?()P ))2 =1

mista seuraa:

x_,()pl) = =1
0
Siten vektori P1) = +10¢ on Pa&jannitystd o,,; = 100 vastaava ominaisvektori.
1

Pdajannitystd o,,, = 10 vastaava ominaisvektori £(P2) saadaan ratkaisemalla

P2
—30-10 —20 0 1 0
20  0-10 0 xPP b =10
0 0 100-10l{_w») (o
X3
2)
—40 —20 07(* 0
—20 -10 0 |[{x¥ ;=10
0 0 90 (p2) 0
X3

Ratkaistaan yhtaloryhma:
—40xP? — 20x? = 0
—20xP? — 10x? = 0
90xP? = 0
Yhtél6istd saadaan xépz) = —2x£p2) ja x?(,pz) =0
Jotta ominaisvektorin pituus olisi 1, on oltava
(xipZ))z + (xEPZ))z + (x?()pZ))z -1
mistd seuraa:

2 2
Py + (-2x PPy =1

xipz) =+

e
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1

Siten vektori 8?2 = + =

1
{—2} on pajannitystd o, = 10 MPa vastaava ominaisvektori.

0
Huomaa, ettd olisi myos sallittua valita komponenteille xipz) ja xépz) sopivat arvot, esimerkiksi xipz) =
1
1, jolloin ominaisvektori x(P?) = {—2}. Tama on myos oikein, vaikka ei olekaan yksikkévektori.
0

Yksikkovektorin normeeraus ei ole valttamatonta, vaan sen voi laskea kahdella eri tavalla. Tehddan tassa
malliratkaisussa kuitenkin normeeraus.

Padjannitystd 0,3 = —40 vastaava ominaisvektori £(P3) saadaan ratkaisemalla
@3
—-30—-(—-40) =20 0o 71" 0
~20 0+ 40 0 xPD 3 =1o
0 0 100 + 401 { _®3) 0
X3
(3)
10 -20 o0 1(* 0
—20 40 0 [{xPPr=]0
0 0 140 x§p3)) 0

Ratkaistaan yhtaloryhma:
10xP¥ — 20x% = 0
—20xP¥ 4+ 20x? = 0
140x%¥ = 0
Yhtél6istd saadaan x£p3) = 2x§p3) ja x§p3) =0
Jotta ominaisvektorin pituus olisi 1, on oltava
(xfp?»))z + (x§103))2 + (x§p3))2 -1
mistd seuraa:

(2x§p3))2 + (x§p3))2 =1

x§p3) =+

e

Siten vektori £P3) = 4 —

2
_ngl} on padjannitystd o3 = —40 MPa vastaava ominaisvektori.

0
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¢) Venymat saadaan yleistetystd Hooken laista:

1

€11 = I [011 — V(022 + 033)]
1

&2 = B [022 — V(033 + 011)]
1

€33 = B [o33 — V(011 + 032)]

Sijoitetaan numeroarvot:

&11 = m [100 - 0,3(10 - 40)] = 5,45 * 10_4

_ —_ —_ —_ — -4
Exp = 200{ 103 [10 — 0,3(—40 + 100)] 4,00 = 10

£33 = 555703 |40 — 0.3(100 + 10)] = ~3,65 « 10™*

Liukumat &, = €13 = €53 = 0, koska paajannitysten yhteydessa leikkausjannitykset ovat nollia.

Tehtdva 3 (tot. 4 p.)

Vesisuihku (p = 103kg/m3) iskeytyy siledan kayraan siipeen nopeudella v = 60 m/s. Iskun seurauksena
virtaussuihku muuttaa suuntaa siiven tangentin suuntaisesti, kuten kuvassa on esitetty. Virtaussuihkun
nopeus ja poikkipinta-ala seka paine pysyvat vakiona. Mika on siipea paikallaan pitava voima? Laske
voiman komponenttien suuruudet, kun tilavuusvirta on Q = 0,080 m3/s ja kulma 8 = 60°. Virtaus on
tasaista eli ajasta rijppumatonta.

Ratkaisu:

Tehtava ratkeaa hyodyntamalla liikemaaran sailymislain kontrollitilavuusmuotoa. Tehtavan tilanne
voidaan mallintaa kontrollitilavuutena, jossa on yksi sisadnmeno- ja yksi ulostulokohta. Reynoldsin
kuljetuslauseeseen sijoitetaan liikkemadara ja saadaan

% [ pydx+(pvvd),, - (pved), =F
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Kontrollitilavuus, kontrollipinta ja koordinaatisto on annettu kuvassa.

Tehtdvanannon perusteella tiedetdan, ettd kyseessa on tasainen (ajasta rijppumaton) virtaus, joten
lilkemaaran sailymislain kontrollitilavuusmuodon ajasta riippuva termi on nolla:

(pwA),,, —(pwA), =F

Tiheys on vakio ja massan sailymislain mukaan

vA),, =(A), =vA=0

out

Lilkkemaaran sailymislain kontrollitilavuusmuodosta saadaan jakamalla ulos menevan virtauksen
nopeusvektorit komponentteihinsa:

pO(veos(60°)e, +vsin(60°)e ) — pO(ve,) =—F.e, +F e

y

Tarkastellaan komponenteittain

pvQcos(60°) — pvQ =—F,

pvQsin(60°) = F,

Sijoitetaan numeroarvot

F. =1000kg/m’ (60m/s)(0,08m’ /s)(1-cos(60°)) = 2400N

3 3 : o\ _
F, =1000kg/m"(60m/s)(0,08m"/s)sin(60°) =4157 N

Tehtdva 4 (tot. 6 p.)

Kuvan vapaasti tuetulle Euler-Bernoulli -palkille on annettu taivutusmomentin ja taipuman lausekkeet,
kun ylapinnan jakautunut voima on vakio g, ja E/ on vakio.

a) Ratkaise taivutusmomentin ja taipuman lausekkeet, eli ratkaise integroimisvakiot C; sopivien
reunaehtojen avulla. (2p)

b) Ratkaise venyman ja jannityksen lausekkeet &, ja g, (2p)

c) Madritd maksimivenyma ja maksimijannitys. Maarita ensin palkin poikkileikkaus, jossa
maksimivenyma ja jannitys esiintyvat, sitten poikkileikkauksen kohta, jossa venyma ja jannitys
saavat suurimman ja pienimman arvonsa. (2p)
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zZ, w
0 z
& A A A A A A A A [ N T
y

= L *

_-"_1
M(x)=—q°x2+Cx+C W(x)=q°—x4—q°]“x + C3x + C

2 1 27 24EI  12EI 3 4

Ratkaisu:

a) Reunaehdot ovat:

w(0) =0, M(0) =0, w(L) =0, M(L)=0

Sijoitetaan reunaehdot taivutusmomentin ja taipuman lausekkeisiin ja ratkaistaan integroimisvakiot
Lw0)=0->C,=0

2.M(0)=0 - C,=0

L? L
MW =0 > -+ CiL=0- C; =2
3

4 3
—0 o Job _ L) = = Qb
4wL)=0 = s~y TGl =0 = C3 =5

b) Venyma on Bernoullin palkkiteorian mukaan

Sijoitetaan taipuman lauseke

az [ qux*  q,Lx3 qOL3 qox%? qqlx
fox = ~Z g2\ 241 12ET ' 24E1° )~ ““C2ET ~ 2B
Jannitys on Hooken lain mukaan
Oxx = E€xy
Sijoitetaan venyman lauseke
qox% qqlx

T =TT T )T




KJR-C2002 Kontinuumimekaniikan perusteet Tentti 12.12.2018

¢) Maksimijannitys (ja venyma) sijaitsevat palkin keskikohdan poikkileikkauksessa, mika voidaan todeta
venyman tai taivutusmomentin derivaatan nollakohdasta.

dd—xM(x) = —(qoX +q;_L =0
L
*=3
Maksimivenyma on
) @) 0
Exemar = —7| —piit —— L | Tl

\ZEI 2E] /_ZSEI

Venyma muuttuu lineaarisesti koordinaatin z funktiona. Kun jakaantunut kuorma g, vaikuttaa
kuvan mukaisesti positiivisen z-akselin suuntaan, venyma palkin poikkileikkauksen ylareunalla
on positiivinen ja alareunalla vastaavasti negatiivinen. Palkin keskiviivalla venyma on nolla.

Maksimijannitys on

q,L°

Oxx,max = E€xxmax = Z i




