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Tayta selvisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Kirjoita opiskelijanumerosi erityisen sel-
keiisti. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson numero ja nimi.

Laskimet ovat sallittuja téissé kokeessa.

1. Olkoot @ € R,

l—-a « 1 0] . 21
Al"[ a l—a]’ A2‘[1 1] e A""[o 0]'

(a) Laske matriisien A, A2 ja Az ominaisarvo. Laske kunkin ominaisarvon geometri-
nen ja algebrallinen multiplisiteetti (eli kertaluku).

(b) Mitd tarkoittaa matriisin diagonalisoituvuus? Mitkd matriiseista Ay, Ag, Az ovat
diagonalisoituvia? Onko jokin matriiseista jopa unitaarisesti (ortogonaalisesti) dia-
gonalisoituva?

(c) Mité dimensiolause sanoo erityisesti matriisista Aa?

Vihje: Dimensiolause on erés yhteys matriisin mifrittelyjoukon, nolla-avaruuden
ja kuva-avaruuden dimensioiden valilla.

2. (a) Olkoot f : R? x R? = R siten etté

f(:B, y) =55y +2z1y2 + 2x011 + T2y2.

Etsi symmetrinen matriisi A € R2*2 jolle pétee f(z,y) = zT Ay. Niytd, ettd f on
avaruuden R? sisitulo tarkastamalla sisétulon midritelmén kolme ehtoa.

(b) Etsi euklidisen sisétulon Ty mielessé ortonormaali kanta avaruudelle R? kiyttien
Gram-Schmidtin ortogonalisointiprosessia vektoreihin f; = e; — e2 ja fo = e1.
Téssie; = {1 0]T jaea=1{0 1]7 ovat luonnollisia kantavektoreita.



3. Merkitaén euklidista vektorinormia z}i3 = 7.

() Mairittele vektorinormia || - iz vastaava (indusoitu) operaattorinormi | - llop mat-
riiseille A € R?%2,

(b) Kéyttam#lls titd operasttorinormin mééritelmiid osoita, ettd
lAz|l2 < [|Allopllzll2  jokaiselle & € R*, A € R**"
ja
l4+ Bllop < [|Allep + l|Bllop  jokaiselle A, B € R™ "
(c) Olkoon A = [(1) ;] Laske || Aflop. Vihje: Olisiko singulaariarvohajotelma mitiin,
ellet halua kiyttis suoraa laskua?

4. Médritellddin matriisi ja vektori

-3 3 -3
A=|0 0| ja b=]2
-4 4 —4

Tarkastellaan seuraavaa pienimmén nelibsumman tehtivii:
Etsi « € R? joka minimoi lausekkeen || Az — bla-
Téssd euklidinen vektorinormi on méiritelty ||z||? = 7.

(a) Kirjoita normaaliyhtlst, jotka ovat ekvivalentteja pienimmin nelidsumman tehti-
ville. Tarkastele normaaliyhtilsiden ratkeavuutta ja ratkaisun = yksikdsitteisyyt-
ti.

(b) Etsi kanta matriisin AT A nolla-avaruudelle N(A47T A).

(c) Kéyttden hyviksi tehtivin edellisig kohtia, kirjoita lauseke pienimmén nelissum-
man tehtdviin kaikkien ratkaisujen # muodostamalle joukolle. Miké niists ratkai-
suista on euklidisessa normissa mitattuna pienin?



