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TO FEuklidiset avaruudet, tentti 20.2.2020

Téssé tenttitilaisuudessa voi suorittaa joko kurssitentin (KT) tai tentin (TO0).
o Kurssitenttiin (KT) kuuluu tehtavit 1-4 (T0-1, T0-2, T0-3, T0-4).
e Tenttiin (T0) kuuluu kaikki tehtavit 1-5 (T0-1, T0-2, T0-3, T0-4, T0-5).

e Opiskelijoiden, jotka ovat ilmoittautuneet kursseille MS-C1540 ja MS-C1081 periodissa III ja
jotka suorittavat molemmat tentit samalla, riittdéd tehda tehtavat 1-3 (T0-1, T0-2, TO-3).

Tentissé saa kiyttad A4-kokoista muistiinpanolappua. Muistiinpanolapun tulee olla késin kirjoitettu,
tekstid saa olla vain toisella puolella ja lapun oikeassa yldkulmassa tulee olla opiskelijan nimi ja
opiskelijanumero. Muistiinpanolapun saa ottaa mukaansa tentin jalkeen.

Tehtavat
T0-1 Olkoon A = {(z,y) € R? ‘ y > exp(sin(mzx)) ja % +y? < 5}.
(a) Osoita, etti joukko A C R? on rajoitettu. (2 p)
Ratkaisu. Jos (z,y) € A on joukon piste, on jalkimmaéisen ehdon nojalla voimassa
2
z 2
— < 5.
5 Ty =

Koska molemmat termit ovat epdnegatiivisia, téstd seuraa ensinnékin

1.2

y2§5—?§5 ja r? <10 — 2% < 10
ja siten erityisesti

z? 4+ y* < 15.

Euklidisen etaisyyden maaritelmésta, yllaolevasta epayhtéilosta, ja neliojuurifunk-
tion kasvavuudesta (sdilyttdd epéyhtdlon suunnan) seuraa siksi

d((0,0), (z,9)) = V(z =02+ (y = 02 < V15

(joukko A siis sisdltyy origokeskiseen /15-séteiseen suljettuun kuulaan). Kun (z, y),
(',y") € A ovat kaksi joukon A pistettd, saadaan kolmioepéyhtalosta

d((z',y), (z,y)) < d((2',y'),(0,0)) +d((0,0), (z,y)) < V15 + V15 = 2V/15.

Suoraan lapimitan mééritelmésté seuraa silloin, ettd diam(A) < 24/15. Témén
lapimitan dérellisyys ndyttdd (madritelmén mukaan), ettd joukko A on rajoitettu.

(b) Osoita, ettd A C R? on suljettu osajoukko. (2 p)
Ratkaisu. Kahden samanaikaisesti vaaditun ehdon maéarittelema joukko

A= {(m,y) € R?

2
y > exp(sin(mz)) ja % +y* < 5}
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voidaan ilmaista kahden joukon leikkauksena
A=ANA,,

missa

A = {(z,y)E]RQ

y > eXp(sin(m))}

2
Ay = {(w,y) € R’ %ﬂﬁ < 5}.
Maaritelladan funktiot
fi R R filz,y) =y — exp(sin(rz))
2
T
for R”* =R fz(x,y):?%—gf,

jolloin joukot A; ja A, voidaan lausua alkukuvina
Ay = fH0, +00)] ja Ay = [y (=00, 5]].

Molemmat funktioista fi, fo ovat jatkuvia (pisteittédisind summina funktioista, jot-
ka on saatu yhdistdmélls projektiokuvauksia R? — R, vakiolla kertomista, ekspo-
nenttifunktio, trigonometrisia funktioita tai polynomeja). Koska reaaliakselin osa-
joukot [0, +00) C R ja (—o0, 5] C R ovat suljettuja, ovat joukot A; C R? ja Ay C R?
niiden alkukuvina jatkuvissa kuvauksissa myos suljettuja (Lause 6.2(iii)). Suljet-
tujen joukkojen A; ja Ay leikkaus A = A; N Ay on my6s suljettu (Lause 5.6(ii)),
miké osoittaa véitteen.

Osoita, etté on olemassa w € A siten, etta ||| > ||0]| kaikilla 7 € A. (2 p)

Ratkaisu. Kohtien (a) ja (b) perusteella joukko A C R? on suljettu ja rajoitettu.
Euklidisen avaruuden R? osajoukkona se on silloin kompakti (Lause luennolta 11,
"Heine-Borel").

Avaruuden R? normi || - || méérittelee joukolla A jatkuvan (1-Lipschitz) funktion
g: A=R 9(@) = ||7]].

Jatkuva reaaliarvoinen funktio g saa kompaktilla joukolla A suurimman arvon-
sa jossakin pisteessd W € A (Lause luennolta 11). Suurimmalle arvolle pétee
g(w) > g(v) kaikilla v € A, miké on tdsmélleen haluttu ominaisuus.

Vihje: Polynomien, trigonometristen funktioiden sin ja cos ja eksponenttifunktion exp jatkuvuutta pidetdén tunnettuna.
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TO0-2 Tarkastellaan neliGsummautuvien reaalilukujonojen avaruutta

ap € R kaikilla k € Nja » a} < oo}.
k=1

X = {(ak)keN

Pidetdén tunnettuna, ettd X on reaalinen vektoriavaruus (komponenteittaisten lasku-
toimitusten suhteen).

(a) Kun (ag)ken, (bp)ren € X, osoita, ettd sarja y .-, apby suppenee itseisesti, eli (2 p)

0o
Z |akbk| < 0.
k=1

Vihje: Tarkastele ensin osasummia. Muista Cauchy-Schwarz epayhtild euklidisten avaruuksien R” sisdtuloille
(@1, @), W15 5yn)) = S0y 255

Ratkaisu. Tarkastellaan osasummaa Yy ,_, |agby|. Médritellddn @y, = |ax| ja yp =
|bg|, kun k£ = 1,. .., n, jolloin sisdtuloavaruuden R™ Cauchy-Schwarz -epéyhtéalosta
saadaan

|

‘ H(yla s 7yn)

Z |agby| = Zxkyj <@z, ..., 20)
k=1 k=1
" 12 , 2 1/2
=(224) " (X4)
k=1 k=1

_ (kznjl ]akP)l/Q (;"’:l‘bk‘Q)l/Q
<(xa) (o) <

k=1 k=1
N——
<oo <o

Koska tdma n:sté riippumaton aérellinen yldraja saatiin osasummille, on osasum-
mien jono (Y, ]akbk\)neN ylh#élta rajoitettu. Osasummien jono on lisdksi kas-
vava, ja siten suppeneva, ja epayhtalon siilymisestéd seuraa sen raja-arvolle

k=1 k=1

Sarja Y, arby on néinollen itseisesti suppeneva.

(b) Osoita, ettd avaruuteen X saadaan sisitulo asettamalla (2 p)

((ar)ken, (br)ren) = Zakbk.

k=1
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Ratkaisu. Kohdan (a) perusteella viitetyn sisdtulon méérittelevé sarja y - | agby
suppenee, kun

(ar)ken, (br)ren € X,
joten riittéé tarkistaa sisétulon vaaditut ominaisuudet (S1), (S2), (S3), (S4), (S5).

Ominaisuus (S1) seuraa tulon vaihdannaisuudesta sarjan termeissi
((ar)ren, (b)ren) = Zakbk = Zbkak ((br)kens (ar)ren)-

Ominaisuuksia (S2) ja (S3) varten todetaan suppenevien sarjojen lineaarisuus, joka
seuraa suoraan raja-arvon lineaarisuudesta (Lauseen 2.3 korollaari).

Ominaisuus (S2) nédhdédén lineaarisuutta kdyttéden laskemalla

(c(an)rens (br)ren) Z cay)by = Czakbk = c((ar)ren, (br)ren),
k=1

k=1

kun ¢ € R.

Ominaisuus (S3) ndhdddn vastaavasti laskemalla

((ar)ken + (aR)rers, (bedren) = D (ax+ap)by = Y arby+ ) apby
i h=1 i

- <(ak)keNa (bk)keN> + <<a;c)keN7 (bk>keN>-

Ominaisuus (S4) seuraa termien epénegatiivisuudesta laskussa

[e.9]

<(ak>keNa (ak)keN> = ai > 0.

Ominaisuutta (S5) varten, jos (az)ren # 0, niin jollakin ky € N on ay, # 0 ja siis
aio > 0, jolloin edellisen kohdan laskussa jokin termeistd on positiivinen ja siis
{(ak)ken, (ar)ken) > 0.

Anna lausekkeet kohdan (b) sisdtulon indusoimalle avaruuden X normille ja tAméan
normin indusoimalle metriikalle. (2 p)

Ratkaisu. Kohdan (b) sisdtulon indusoima normi
|- [: X = [0, +00)

on

[[(@n)nenll = \/<(ak)k:eNa (ak)keN> = (iai)l/z.

k=1
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Taméan normin indusoima metriikka
d: X x X —[0,+00)
on

d(<an)n6N7 (bn)n€N> - H(an)nEN - (bn)nENH = H(an - bn)nENH

— <i(ak - bk)2> 1/2.

k=1
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T0-3 Olkoon )

g(z) =™ — 3 kun z € R.

Pidetéén tunnettuna, ettd g(1) < 0 ja g(2) > 0, kuten suoralla laskulla voi tarkistaa.

(a) Perustele*, miksi yhtalolla g(z) = 0 on olemassa ratkaisu z € (1,2). (1 p)
Ratkaisu. Funktio g: R — R on jatkuva (pisteittdinen summa vakiofunktiosta ja
funktiosta, joka on pisteittainen tulo polynomista ja eksponenttifunktion ja vakiol-
la —1 kertomisen yhdistetysta funktiosta).

Kurssin tuloksen (Lause 2.5(iii), "Bolzanon lause") perusteella, kun vilin [1,2]
padtepisteissd jatkuvan funktion merkki on eri, on silld nollakohta z valilla (1,2).

Olkoon A > 0 parametri. Maaritelldén f(x) =z — A g(x), kun z € [1,2].

(b) Osoita, parametri A > 0 voidaan valita niin, ettd kaikilla x € [1,2] on voimassa
f(z) € [1,2] ja funktio f: [1,2] — [1,2] on K-Lipschitz jollakin K < 1. (2 p)
Vihje: Sopivista derivaatoista ja véliarvolauseesta on tésséd apua.

Ratkaisu. Derivaattafunktio ¢': R — R,
d(z) =327 — 1™ = (3 —x)r’e ™,

on myds jatkuva (pisteittiiset summat ja tulot sekéd yhdistetyt funktiot séilyttévét
jatkuvuuden ja polynomit ja eksponenttifunktio ovat jatkuvia).
Huomataan liséksi, ettd ¢'(x) > 0 kun = € [1,2] (y.0. lausekkeessa esiintyvista
tekijoistd kaikki ovat positiivisia: e > 0, 22 > 0ja 3 —x > 0 kun z € [1,2]).
Suljetulla vélilla médritelty jatkuva positiivinen funktio ¢’: [1,2] — R saavuttaa
maksiminsa ja miniminsé (Lause 3.5(ii)), joten on olemassa vakiot C' > ¢ > 0 siten,
etta

c<d(x)<C kaikilla z € [1, 2]
(tdhén kelpaa esim. derivaatan maksimi C' = ¢/(3 — V/3) = 6(2/3 — 3)e¥33 ~
0.783612 ja minimi ¢ = ¢/(2) = 4e? ~ 0.541341 vililld [1, 2], mutta niiden vakioi-
den arvoilla ei ole merkitysté).

Valitaan A > 0 siten, ettd A < % — konkretian vuoksi vaikkapa A = % Silloin

valilla [1,2] mééritelty funktio f(x) =z — Ag(z) on kasvava, koska

f’(:c)zl—kg’(:c>21—m:%>o.

Koska ¢(1) < 0 ja A > 0, saadaan f(1) = 1 — Ag(1) > 1. Samoin koska ¢(2) > 0

ja A > 0, saadaan f(2) = 2 — A\g(2) < 2. Néistd arvoista voidaan funktion f
kasvavuuden perusteella péételld, etta kaikilla x € [1,2] on

L<f(1) < flz) < f(2) <2,

joten haluttu ominaisuus f(x) € [1,2] on voimassa.
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Vastaavasti havaitaan, ettd kaikilla = € [1,2] on
flz)=1-Xd(x) <1- )X

Asetetaan K = 1 — A\c < 1 ja muistetaan liséksi, ettd f'(x) > 0, jolloin ylldolevasta
seuraa |f'(z)| < K, kun x € [1,2]. Viliarvolauseen perusteella kun 1 <z <y < 2
on olemassa sellainen ¢ € [z,y] C [1,2], ettd

[f) = F@)] =7 (y—2)| = F©Olly—z| < Kly—al.

Tamé osoittaa, ettd f: [1,2] — [1,2] on K-Lipschitz.
Olkoot A ja K kuten kohdassa (b). Mééritellddn xo = 2 ja rekursiivisesti z,, =
f(zn—1) kun n € N. Perustele*, miksi on lim, , x, = z, missd z € (1,2) on
yhtélon g(z) = 0 ratkaisu. (3 p)
Ratkaisu. Kun parametri A on valittu kuten kohdassa (b), funktion f maalijou-
koksi kelpaa vili [1, 2], joten tutkitaan nyt funktiota

f:1,2] = [1,2].

Avaruus R on tdydellinen (Lause 9.4(i)), ja koska suljettu véli [1,2] C R on sen
suljettu osajoukko, on se myos téydellinen (Lause 9.4(iv)). Kohdan (b) perusteella
f on tdmén tédydellisen avaruuden [1,2] kontraktio (K-Lipschitz vakiolla K < 1).
Banachin kiintopistelauseen (Lause 9.5) mukaan funktiolla f on télloin yksikasit-
teinen kiintopiste

= fz) € 1,2,

ja mista tahansa alkuarvosta o € [1, 2] lahtien rekursiolla x,, = f(z,—1) méaaritelty
jono (,)nen suppenee kohti téata kiintopistetta

lim z, = z.
n—oo

Kiintopiste z toteuttaa funktion f mééaritelmén perusteella
= f(z) = 2= Ag(2),
josta sieventamalld (vihennetdén puolittain z ja jaetaan vakiolla A # 0) saadaan
g9(z) = 0.

Kiintopiste on siis halutun yhtalon ratkaisu. Erityisesti alkuarvolla xg = 2 saadaan
nyt vaitetty tulos.

Vihje: (x) Perusteluissa on tarkoitus kiyttaa kurssin tuloksia.
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T0-4 Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja a € X piste. Olkoon f: X — R funktio, jolle f(a) # 0
ja joka on jatkuva pisteessé a.

(a) Osoita, ettd on olemassa r > 0 siten, etta kaikilla x € B(a,r) on f(z) #0. (3 p)

Ratkaisu. Funktion f jatkuvuus pisteessi a € X tarkoittaa, ettd kaikilla ¢ > 0 on
olemassa ¢ > 0 siten, ettéd |f(x) — f(a)| < € kun d(z,a) < 0.

Oletuksen mukaan f(a) # 0, joten valitsemalla ¢ = | f(a)| > 0 saadaan jatkuvuu-
desta sellainen 6 > 0, ettéd |f(z)— f(a)| < |f(a)| kun d(z,a) < 6 eli kun = € B(a,0).
Kolmioepdyhtélon alaraja-arvion perusteella on silloin, kun z € B(a, ),

[f(@)] = [f(a) = fa) + f(2)| = [f(a)] = |f(z) = f(a)] > 0.

<[f(a)]

Siis valinnalla 7 = ¢, haluttu ominaisuus f(z) # 0 pédtee kun x € B(a,r).

(b) Osoita, ettd joukossa A = {z € X | f(z) # 0} kaavalla z — 1/f(x) médritelty
funktio on jatkuva pisteessa a. (3 p)
Vihje: Lukujonojen raja-arvojen laskusdantoja pidetddn tunnettuina. Tehtdva helpottuu, kun kayttda tarkoituk-

seen sopivinta jatkuvuuden karakterisaatiota.

Ratkaisu. Kaavalla g(x) = 1/f(x) mééritelty funktio on hyvin mééritelty reaa-
liarvoinen funktio joukossa A (ei nollalla jakamista). Oletuksen f(a) # 0 mukaan
on a € A.

Kéytetaan jatkuvuuden karakterisaatiota jonojen avulla (Lause 7.3): funktiog: A — R
on jatkuva pisteessd a € A, jos kaikilla joukon A jonoilla (x,,),en, joille lim,, o z, = a,
on voimassa

lim g(z,) = g(a).

n—oo

Olkoon siis (2, )nen joukon A jono, jolle lim,, . 2, = a. On néytettavi, etta reaali-
lukujono (g(x,))nen suppenee kohti lukua g(a) = 1/f(a). Nyt fmn jatkuvuuden (ja
sen jonokarakterisaation) perusteella on lim,, ., f(z,) = f(a). Reaalilukujonojen
raja-arvojen laskusaantojen perusteella on silloin

1 1

dim g(an) = lim zos = 50 = 9l)

Tamé osoittaa funktion g(z) = 1/f(z) jatkuvuuden pisteessa a.
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TO0-5 Olkoon (X, d) metrinen avaruus.

(a)

Olkoon a € X ja r > 0. Osoita suoraan avoimen joukon méaritelméstéd lahtien,
etté suljetun kuulan B(a,r) = {z € X | d(a,z) < r} komplementti X \ B(a,r) on
avoin osajoukko avaruudessa X. (3 p)
Ratkaisu. Joukko U C X on méaaritelmidn mukaan avoin, jos jokaisella z € U on
olemassa r, > 0 siten, ettd B(x,r,) C U.

Olkoon siis z € X \ B(a,r) eli d(x,a) > r. Asetetaan nyt

ry =d(z,a) —r > 0.
Kun y € B(zx,r,), saadaan kolmioepayhtélon alaraja-arviosta silloin

d(a,y) > d(a,z) —d(xz,y) > d(a,x) —r, =1
——r
<rg

eliy € X \ B(a,r). Tim# piittely osoittaa, etti
B(z,r,) C X\ B(a,r),

ja joukon X \ B(a,r) avoimuus on niin todistettu..

Olkoon A C X. Osoita, ettd jos aliavaruus A on kompakti, niin A C X on suljettu
osajoukko. (3 p)
Vihje: Voit kayttasd kurssilla todistettuja suljettujen joukkojen ominaisuuksia.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd A C X on kompakti osajoukko avaruudessa X.

Osoitetaan A suljetuksi Lauseen 7.2(iii) karakterisaation avulla: joukko A on sul-
jettu, jos ja vain jos kaikilla joukon A jonoilla (z,).en, jotka suppenevat avaruu-
dessa X patee lim, .o, z, € A.

Olkoon siis (x,,)nen joukon A jono, joka suppenee avaruudessa X, eli on olemassa
raja-arvo
lim z, € X.

n—oo
Koska aliavaruus A on kompakti, on (kompaktiuden mééaritelman mukaan) jou-
kon A jonolla (2, )nen jokin avaruudessa A suppeneva 0sajono (Zy(n))nen. Merki-
tadn tdmén osajonon raja-arvoa

lim Typn) € A.

n—oo
Mutta avaruudessa X suppenevan jonon (, )nen 05ajono (Zy(n) )Jnen suppenee kohti

samaa raja-arvoa kuin jono itsekin, joten on oltava

lim z, = lim 2,0, € A.
n—o0 n—oo

Tama osoittaa, ettd jonon (x,),en raja-arvo on vilttamétta joukossa A, ja ndyttaa
nain joukon A C X suljetuksi.
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