ELEC-C3220 Kvantti-ilmiot, kevit 21 VK 1, osa B, malliratkaisut
opettaja: Matti Raasakka

Tehtava Bl

Kvanttihiukkanen on aluksi perustilallaan yksiulotteisessa dédrettomésséd potentiaalikaivossa valilla
[0,L]. Yhtakkid kaivon leveys kaksinkertaistuu, jonka jélkeen potentiaalikaivo sijaitsee valilla [0,2L].
Milla todennékoisyydelld hiukkanen 16ytyy perustilaltaan potentiaalikaivon muutoksen jalkeen?
Anna vastaukseksi seké tarkka arvo ettd likiarvo. (6p)

Malliratkaisu:

Kun hiukkanen on yksiulotteisessa dérettoméssé potentiaalikaivossa vélilla [0,L], sen perustilan

aaltofunktio on
2 —itE1/hgip (T
¢1(x,t):{ \/:e /hsin(Fz) ,0<z<L 7

0 , muuten

missd 4y on perustilan energia. Kun kaivon leveys muuttuu, niin sen perustilakin muuttuu, ollen
muutoksen jéilkeen

& (z) = { \/%e’”El/h sin(£z) ,0<z<2L ,
0

, muuten

misséd E{ on vililla [0,2L] olevan kaivon perustilan energia. (1p)

Kun kaivon leveys muuttuu hyvin nopeasti, niin hiukkasen tila pysyy hetkellisesti kapean kai-
von perustilana, ja todennékdisyys sille, ettd hiukkanen havaitaan levedmmén kaivon perustilalta
saadaan todennikoisyystulkinnan perusteella tilojen sisétulon itseisarvon nelioné. (1p) Lasketaan
tilojen sisdtulo

\/§ —i —E L . ™ . ™
($111) = T HE El)/h/o sin (Ex) sin (Zm> dz. (1p)

Integraalista saadaan

/OL sin (%x) sin (%x) dz = 3. (1p)

joten sisétulolle saadaan arvoksi

(BL]d1) = ?e—itwl—ff;)/hﬁ _ W2 am-mm
3m 3w

Todennékoisyys 10ytad hiukkanen perustilalta saadaan sisdtulon itseisarvon neliona
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Tehtiava B2

Kaksi kubittia on tilassa |00) ajanhetkelld ¢ = 0 s. Kubittien yhteinen Hamiltonin operaattori
H = €0, ® 0, missd 0, on x-suuntainen Paulin matriisi ja e = 1,00 eV vakio. Milld todenn&koi-
syydelld ensimméisen kubitin arvo on 0 ajanhetkelld ¢ = 1,00 ns? (6p)

VINKKI: z-suuntainen Paulin matriisi operoi yhden kubitin kantavektoreihin seuraavasti.

0:|0) = 1), 0u[1) = 0).



Malliratkaisu:

Ratkaistaan ensin Hamiltonin operaattorin ominaisarvot ja ominaistilat. Ominaistilan
|\I/> = Coo|00> + 601|01> + 010|10> + 011|11>

tiytyy toteuttaa ominaisarvoyhtils H |¥) = E|¥). (1p) Sijoittamalla ominaistilan lauseke yhté-
166n, ja operoimalla Hamiltonin operaattorilla, saadaan

6(Coo|11> + 601|10> + 610|01> + 011‘00» = E(Coo‘00> + 001‘01> + 610‘10> + 611‘11>) 5
joten kertoimille saadaan yht&lot

€Coo — ECll
eco1 = Eeyp
€C19 — EC(n
€C11 — ECOQ

Ratkaisemalla yht&loryhmé ominaisarvoiksi l6ydetdén E = +e. (1p) Ominaisarvoa E = € vastaavat
normalisoidut ominaisvektorit ovat

1 1
V2 V2

(tai mitkd tahansa kaksi néiden vektoreiden ortonormaalia lineaarikombinaatiota). Ominaisarvoa
E = —e vastaavat normalisoidut ominaisvektorit ovat

[W1) = —=(/00) +[11)),  [¥2) = —=(]01) + [10))

1 1
V2 V2

(tai mitké tahansa kaksi ndiden vektoreiden ortonormaalia lineaarikombinaatiota).
Nyt voidaan Schréodingerin yhtélon ratkaisu voidaan kirjoittaa muodossa

U (1) =Y (Wa|T(0))e /M T,,)

n

|Ws) = —=(100) —[11)),  |W4) = —=(|01) —[10)) (1p)

missé summataan Hamiltonin operaattorin ominaistilojen yli, ja |[¥(0)) = |00) on kvanttitila ajan-
hetkelld ¢t = 0 s. (1p) Sijoittamalla sisdtulojen arvot ja ominaistilat tdhin lausekkeeseen saadaan
kubittien kvanttitilaksi ajanhetkelld ¢

i L L iern L g0y -
W(E) = 7¢I 200 + 1)) + e/ (00} — [11)
_ %(efite/h + eite/h)|00> + %(efite/h - eite/h)|11>

= cos(—te/h)|00) + isin(—te/R)|11). (1p)

Tila |¥(t)) on siis kaikilla ajanhetkilld vain kantatilojen |00) ja |11) superpositio. N&istd vain
tilassa |00) ensimmaéinen kubitti saa arvon 0, joten todennikoisyydeksi havaita ensimméinen kubitti
tilassa 0 saadaan kertoimen neli cos?(—te/h). (Voisi myds laskea sisiitulojen itseisarvojen nelididen
avulla.) Sijoittamalla lukuarvot 16ydetéaéin todennékoisyydeksi

, (1,00-1079 51,00 eV - 1,602 - 10~1° J/eV
COS

~0.254. (1
1,055 - 10-3% Js ) ’ (1p)



