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Heiluri, jonka pituus on / ja massa m, on Kiinnitetty
vaakasuoralla pinnalla olevaan massaan M. Kiin-
nityspiste voi siis liikkua ja se liikkkuu kitkattomasti.
Painovoima vaikuttaa alaspain painovoimakiihtyvyy-
della g.

1. a) Muodosta Lagrangen funktio (3p.) 1
b) Johda tilannetta kuvaavat Lagrangen liike-
yhtalét ja osoita, ettd massan M tullessa suu-
reksi yhtalé(t) lahestyvat sellaisen heilurin liike-
yhtal6a, jonka kiinnityspiste pysyy paikallaan (tai liik-
kuu vakionopeudella) (2p.).

c) Onko tilanteessa syklisia koordinaatteja? (1p.)

Massa m on laatikossa (ks. kuva) ja kiinnitetty
vastapaisiin seiniin kiinnikkeilla, joissa on (erilaiset) - >
jouset. Voit yksinkertaisuuden vuoksi olettaa jousien
lepopituuden olevan nolla ja painovoimasta ei

tarvitse valittda. Valitse yleistetyksi koordinaatiksi _”WV““N‘M'—
massan etaisyys vasemmasta seinasta.

a) Johda tilanteen Lagrangen funktio ja siita sita
vastaava Hamiltonin funktio kayttden Hamiltonin
funktion maaritelmaa. (4p.)

b) Johda Hamiltonin liikeyhtal6t. (2p.)

3. a) Osoita Hamiltonin periaatetta kayttéen, ettd voit muodostaa uuden Lagrangen funk-
tion L’ aikaisemmasta L(q; ... Qn, G .- G, )

p ; (1)

L'(Gh e Gy G e Gy 1) = LG e Gy Gt e G ) +

ilman, etta liike-yhtalét muuttuvat. (3p.)

b) Harmonisen oskillaattorin H = p?/2m+mwq? /2 kasittelyssda muunnos p = v2Pmw cos Q

jaq = \/%sin Q on joskus hydédyllinen. Laskemalla Poissonin sulut eksplisiittisesti,
osoita, ettd muunnos on kanoninen. (3p.)

4. Kirjoita essee kaksoisparadoksista (twin paradox) erityisessé suhteellisuusteoriassa. Kerro
mista siind on kysymys ja miten paradoksi ratkaistaan. Taysiin pisteisiin vaaditaan
hiukan matemaattisempaa selitysta. Esimerkiksi selkeda aika-avaruusdiagrammien kayt-
tdmista paradoksin ratkaisemiseksi. (Varsinainen kvantitatiivinen lasku ei ole valttdmatén
taysiin pisteisiin, mutta jos sen kykenee tekemé&én vaikkapa numeerisesti ei siité toki ran-
gaista.)



