ELEC-C3220 Kvantti-ilmiot, kevat 22 Vilikoe 1, malliratkaisut
opettaja: Matti Raasakka

Tehtava 1

Tarkastellaan kvanttihiukkasta yhdessd ulottuvuudessa. Hiukkasen tilaa kuvaa aaltofunktio

() = Ne%* kun z <0,
P =9 Ne2a2 kan 0 < z.

missé a > 0 on vakio. N on aaltofunktion normalisointivakio.

a) Selvitd normalisointivakion N arvo vakion a avulla lausuttuna. (2p)
b) Laske hiukkasen liikem&édrén odotusarvo ja varianssi. (4p)
Malliratkaisu:

a) Normalisointivakion N arvo voidaan selvittié aaltofunktion normalisaatiochdosta [, [ (x)|*dz =
1. (1p) Saadaan
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b) Liikemairdoperaattori hiukkasen aaltofunktiolle yhdessé ulottuvuudessa on p = —ih%. (1p)
Odotusarvo voidaan laskea seuraavasti:
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Varianssi Ap? = (p?), — (p)2 tilassa ¢. (1p) Liikemééirin odotusarvo (p), = 0, joten

Ap* = (p%)y = (@lp° )
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HUOM: Tulos ei vaikuta fysikaalisesti jarkevilté, koska sen mukaan litkem&aréan nelion odo-
tusarvo olisi negatiivinen. Téssa kohti voidaan muistaa, ettd eksponentiaalisesti pieneneva aalto-
funktio vastaa fysikaalisesti tilannetta, jossa hiukkanen on energeettisesti kielletyssa alueessa, eli
sen ‘liike-energia’ Ey = E — U on negatiivinen, ja siten liikemé#rin nelic p? = Ej/2m on myds
periaatteessa negatiivinen. Téllaista aaltofunktiota ei kuitenkaan ole kiytdnnossd mahdollista to-
teuttaa, koska se tosiaan vaatisi hiukkasella olevan kaikkialla negatiivisen liike-energian, mika ei
ole fysikaalisesti mahdollista.

Tehtiva 2

Tarkastellaan kvanttihiukkasta (massa m), joka saapuu negatiivisen z-akselin suunnasta potenti-
aaliin

0 kun z < 0,
U@)=< Uy kun0<z<L,
Uy kunz > L,

missd Uy ja Us ovat vakioita, jotka toteuttavat 0 < Uy < U;.

a) Mitka ovat hiukkasen kokonaisenergian E mahdolliset arvot téssd tilanteessa? (1p)

b) Milld kokonaisenergian FE arvoilla hiukkanen voi liikkkua mielivaltaisen kauas positiivisen -
akselin suuntaan? (1p)

¢) Muodosta hiukkasen kokonaisenergian ominaistilan aaltofunktion jatkuvuusehdot kohdissa « =
0 ja = L, kun hiukkasen kokonaisenergialle F pétee Uy < E < U;. (4p)

Malliratkaisu:

a) Hiukkasen kokonaisenergia voi saada mink4 tahansa epénegatiivisen arvon E > 0, silld poten-
tiaalivallin vasemmalla puolella hiukkanen on vapaa, ja silli on vain liike-energiaa. (1p)

b) Hiukkanen voi liikkkua mielivaltaisen pitkélle positiivisen z-akselin suuntaan (mahdollisesti tun-
neloitumalla potentiaalivallin 14pi), kun sen kokonaisenergia E > Us. (1p)

c) Merkitéaén eri alueita seuraavasti:

o Aluel: z <0



e Aluell: 0 <z < L
o AlueIll: z > L
Eri alueissa stationdérisen Schrodingerin yhtélon ratkaisut ovat (0,5p/kohta)
o Alue I: ¢; = ape*® 4 q_e~ik=
o Alue IT: ¢y; = by e®® +b_e™
o Alue IIL: ¢yyp = cpet'®.

Téssd k = V2mE/h ja k' = \/2m(E — Usy)/k ovat hiukkasen aaltofunktion aaltoluvut alueissa I ja
111, ja o = \/2m(U; — E)/h on tunkeutumissyvyyden kéénteisluku alueessa II. (0,5p) Alueessa III
ei ole negatiivisen aaltoluvun/litkem&aaran komponenttia, silld hiukkanen saapuu valliin vasemmalta
késin.

Alueiden rajakohdissa x = 0 ja z = L vaaditaan aaltofunktion ja sen ensimmaéisen derivaatan
jatkuvuus.

e Alueiden I ja II rajakohta, x = 0: (0,5p/kohta)
— Aaltofunktion jatkuvuus:

¢1(0) = ¢11(0)
at +a_ = b+ + b_

— Aaltofunktion derivaatan jatkuvuus:

¢1(0) = 677(0)
ik(ay —a_) =a(by —b_)

e Alueiden II ja IIi rajakohta, z = L: (0,5p/kohta)
— Aaltofunktion jatkuvuus:

¢r1(L) = é111(L)

bpett 4 b e ol = ¢ 'L
— Aaltofunktion derivaatan jatkuvuus:

¢11(L) = ¢111(L)

S
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Tehtava 3

Tarkastellaan kahden keskenddn vuorovaikuttavan kubitin systeemiéd. Ajanhetkelld ¢ = 0 kubitit
ovat tilassa |00). Systeemin Hamiltonin operaattori on H = eo,, ® 0,, missi

0 1
0'3:: 1 0 )

a) Ratkaise systeemin tila milla tahansa myShemmalld ajanhetkelld ¢. (4p)
b) Milld ajanhetkilld kubitit ovat kietoutuneet keskendén? Perustele. (2p)

ja € > 0 on jokin vakioenergia.



Malliratkaisu

a) Matriisi 0, kuvaa kantatilan |0) = (1 0)7 kantatilaksi [1) = (0 1)T ja toisin péin. Niinp#
matriisin o, normalisoidut ominaisvektorit ovat
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joille pétee o, |+) = £|+). Hamiltonin operaattorin H = €0, ® 0, ominaistilat ovat siten |+ +), |+

=) | =4),] = =), (Ip) ja niitd vastaavat ominaisarvot €, — €, — €,e (téssé jarjestyksessd) (1p), silld
esimerkiksi
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Kubittien tila ajanhetkelld t voidaan siis esittdd energian ominaistilojen avulla muodossa
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kaikille +,— yhdistelmille. Esittamaélld tilat |+) kannassa |0), |1) saadaan tilalle ajanhetkelld ¢
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= cos(et/h)|00) — isin(et/h)[11). (1p)

b) Kubitit ovat kietoutuneet, kun niiden tilaa ei voida esittaé yksittdisten kubittien tilojen ten-
soritulona. (1p) Y& olevasta lausekkeesta tilalle ndhd&én, ettd tila on tulotila |00) tai —i|11),
kun et/h = n, missd n on mielivaltainen kokonaisluku, koska télléin jompi kumpi kertoimista
menee nolliin. Tadmé& tapahtuu siis ajanhetkilld ¢ = g—?n Muilla ajanhetkilld molemmat kertoi-
met cos(et/h) ja —isin(et/h) eroavat nollasta, joten tila on kantatilojen |00) ja |11) superpositio.

Tallaisessa tilassa kubitit ovat kietoutuneet keskendédn: Kahden kubitin tulotilassa

[o)|¥) = (¢0l0) + ¢1]1))(¥0]0) + 911))
= $ot0]00) + do101]01) + $1¢0[10) + P191[11)
kaikkien kertoimien ¢o,01,100,11 tiytyisi erota nollasta, jotta molemmat termit |00), |11) esiintyisi-

viit superpositiossa, mutta talloin myos ristitermien |01),|10) kertoimet ovat erisuuret kuin nolla.
Kubitit ovat siis kietoutuneet, kun ¢ # Zn. (1p)



