Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Vesanen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0305 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3 .

Kurssitentti ja yleinen tentti 25.10.2018 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kiyttés laskimia eikd taulukoita. Taytd kaikki otsaketiedot kaikkiin
vastauspapereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta teht#vii otetaan mukaan arvosteluun.
Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtivii.

Jokainen kurssille osallistunut voi halutessaan yrittdi kuutta tehtdvad, jolloin arvo-
sana madraytyy paremman vaihtoehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtivis + laska-
ripisteet” tai ”pelkét kuusi koetehtdvas”.

1. Satunnaismuuttujan X arvo on origokeskisen R-siteisen pallon B(R) sisilta
satunnaisesti valitun (ts. tiheysfunktio = vakio = 1/V') pisteen etdisyys pallon
pinnasta. Laske sen odotusarvo
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2. Olkoon F(z,y,2) = yzi+ zzj+ zyk, kun (z,v, z) € R3. Laske vektorikentin
F viivaintegraali
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origosta pisteeseen (1,2,3) pitkin kdyrdd C, jolla on parametrisointi r(t) =
(t,2t,3t),0< t < 1,

a) potentiaalin avulla;

b) suoraan parametrisointia kiyttamalla.

3. Laske Greenin kaavan avulla viivaintegraali
o= i) do+ P+ )y,
kun k&yrad C on puoliympyrin
D={(z,y) eR*|2*+4* <1, y >0}
reuna ~vastapéivadn” kierrettyni.

4. Médritd satulapinnan z = zy sen osan pinta-ala, jolle 22 4 y2 < 9.

5. a) Laske vektorikentén F(z,y, z) = zzi + 2yj — zyk lahteisyys (eli divergenssi)
ja pydrteisyys (eli roottori) pisteessi (1,2,3).
b) Oletetaan, ettd kolmiulotteisella vektorikentslls F on vektoripotentiaali A,
jolle V. x A =F. Osoita, ettd vektorikentilld F on sellainen vektoripotentiaali
B, jolle B, = 0.
Vihje: V x (Vf) =0.

Kadnna!



a) Tarkastellaan 3-ulotteista radiaalista vektorikenttss

r 1
F(I‘) = 7‘—3 = -ﬁer,
jossa r = |r|]| = /22 + y% + 22. Osoita, ettei vektorikentin F vuo R-sdteisesti
origokeskisestéd pallosta ulospéin riipu pallon siteestd R.
b) Osoita, ettd vuo on sama myés kaikille origon siséltéville ellipsoideille.
Vihje: Sovella Gaussin lausetta ”onttoon” kappaleeseen, jonka sisipintana on
pieni pallo ja ulkopintana kyseinen ellipsoidi. Oletetaan tunnetuksi, ettd radi-
aaliselle vektorikentélle

pétee pallokoordinaateissa

Lisétieto: Eriits trigonometristen funktioiden arvoja:
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«  -f -F 0 F 3 3 5o
sin(a) —1/vV2 -1/2 0 1/2 1/v2 V3/2 1
cos(@) 1/v/2 V3/2 1 V3/2 1//2 1/2 0 -1
| tan(e) -1 =1/v3 0 1/v/3 1 V3 - 0 ]

Eriitd kaavoja:

V- (aF+bG)=aV-F+bV-G, Vx (aF +bG) = aV x F+bV x G, a,b € R
VxVf=0,V-(VxF)=0
V- (fF)=Vf-F+ f(V-F), Vx (fF) = Vf x F + f(V x F)
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Télld kurssilla n = yksikkénormaali.

o ///DV-FdV://aDF-ndS

./ (VxF)-ndS = F-dr=j£ Fydz + Fydy + Fy dz
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o (r,9,0): x =rsin(p)cos(d), y = rsin(p) sin(f), z = r cos(y),

dV = r?sin(y)dr dy df
(ri,0,2):x=rycos(f),y=rysin(f), z=2dV =r,dr, dfdz

sin?z + cos?z = 1, sin(2z) = 2sinz cos z, cos(2z) = 2cos?z — 1 = 1 — 2sin’z,
sin®z = sinz(1 — cos® ).

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!

Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydessi. My®6s uusijoiden
taytyy ilmoittautua tenttiin. .



