MS-A0202 Differentiaali- ja integraalilaskenta 2, syksy 2022 Metsalo
Ratkaisut, 18.10.2022

Tehtava 1.

Ratkaisu

Tehtéava 2.

Ratkaisu

Tehtava 3.

Ratkaisu i

Piste P(1,1, \/5) on pallopinnan S : 22 + y? + 22 = 4 ja lierion C : 22 + y? = 22 leikkauskéyralli.
a) M&arita jokin normaalivektori pallopinnalle S pisteessd P. (1p.)

b) M&éritd jokin normaalivektori lieridlle C' pisteessi P. (1p.)

¢) Mé&érita jokin tangenttivektori pallopinnan ja lierion leikkauskéyrélle pisteessd P. (2p.)

d) Missé pisteessd @ leikkauskdyran tangenttisuora pisteessd P leikkaa xy-tasoa? (2p.)

a) F(z,y,2) =22 +y* + 22— 1=0= VF = (22,2y,22) = VF(P) = (2,2,2V2) || (1,1,V2).

b) G(z,y,2) =2* +y> — 22 =0= VG = (22 — 2,2y,0) = VG(P) = (0,2,0) || (0,1,0).

c) (1,1,v/2) x (0,1,0) = (—v/2,0, 1).

d) r(t) = (1,1,V2) +t(=v2,0,1) = (1 — V2, 1,vV2 + t) = (z(t),y(t), 2(t). 2(t) =0 &t = —V/2.
r(—v2) = (3,1,0).

a) Madritd funktion f(z,y) = (z2e¥ — 3)'/? ensimmiisen asteen Taylorin polynomi P (z,y) pisteen
(a,b) = (2,0) ympéristossé ja approksimoi lukua f(2.02, —0.03) luvulla P;(2.02,—0.03). (3p.)

b) Midritd funktion f(x,y) = (x2e¥ —3)'/2 toisen asteen Taylorin polynomi Py (z,%) pisteen (a,b) =
(2,0) ympaéristossa ja approksimoi lukua f(2.02, —0.03) luvulla P»(2.02,—0.03). (3p.)

z,y) = (22ev—3)1/2 = f(2, 0) (4-1— 3)1/2 1 9L = 1. (a2ev—3)~1/2.20ev = 9L(2,0) = 2,
L =1 (2%ev —3)" V2. g 2y = 0 (2 0) =
Y

~
—

Pi(z,y) = £(2,0) + (5£(2,0) - (= 2)+y£(2 0)-(y—0)=1+2(x—2)+2y) =
P1(2.02,—0.03) = 1+ (2 0.02 + 2 - (—0.03)) = 0.98.
b) &L — 1. (22e¥ —3)73/2. (2e¥)2 4 L . (a2e¥ —3)71/2. 28 = TL(2, 0)=—d+1=-3
aaigy = i (v2e¥—3)~ 3/2. 42y, (2wey)+% (x2%e¥—3)~ /2. 90ev = 8y = awy(? 0) = —442=-2,
0k =1 (22v —3)7%/2 . (a%e¥)? + & - (a2e¥ — 3)7V/2 %V = 5L(2,0) = 4+ 2= -2,
Py(z,y) = f(2,0) + (5L ( 0) - (z — ) +8L(2,0)- (y—0)) +

( f o°f

%gﬂ@o>a:2>+2m%@o>< 2)(y —0)+ 3£(2,0) - (y—0)%) =
1+ (2(x —2) +2y) + 9 (— 3(33—2) —4(x - 2)y — 2y?)
P»(2.02,-0.03) = 0. 98 +1 ( 0.0012 + 0.0024 — 0.0018) = 0.9797.

(Laskin antaa (2.022 - e ~0l08 _ 3)1/2 = 0.979696869.)

i lim g(z,y) =0.

T,y) = ——— =
g( y) 1+22+ y2 224+y2—00

Maérita funktion g(z,y) suurin ja pienin arvo ylemmaélla tasopuoliskolla y > 0. (6p.)

Kriittiset pisteet, missa Vg = 0:
g2 =(1+2zy —a® +y°)/(L+ 2> +¢%) =0, 52 = (-1 - 2zy —2® +3°) /(1 +2° +4?) = 0.
Kriittisissd pisteissi 22 = y? ja 22y = 1. Alueessa y > 0 on yksi kriittinen piste: (—1/v/2,1/v/2).
ii) g:114 ei ole singulaaripisteita.
iii) Reunalla y = 0 on g(z,0) = z/(1 + 22) = h(x).

i) h(zx)=(1-2%)/(1+2%)?2 =0, kun x = £1.

ii) h:lla ei ole singulaaripisteité.

iii) h — 0, kun z — +oo.
9(~1/V2,1/v2) = —1/2, g(~1,0) = —1/2, g(1,0) = 1/2, joten
Imazx = 9(170) = 1/2 Ja gmin = 9(—1/\/2 1/\/5) = _1/\/5



Tehtéava 4.

Ratkaisu

Tehtéva 5.

Ratkaisu

Heksaederia oikealla rajoittavat koordinaatitasot, tasot x = 2 ja y = 1 seka taso, joka kulkee
pisteiden (4,0,0), (0,2,0) ja (0,0,6) kautta, joten sen tilavuus on 6. Pisteessd (x,y,z) sen tiheys
on 6(x,y, z) = xy, joten dyin = 0 ja dpmae = 2. Laske heksaederin massa. (6p.)

x/4+y/24+2/6 =14 2= f(x,y) =6(1 —x/4 — y/2) on kuudennen tason yhtdlo ja heksaederin
projektio xy-tasolle on suorakulmio Q = {(z,y) € R? : z € [0,2], y € [0,1]}.

Massa m = [[[6(z,y,2)dV = [[( Of(x’y) rydz)dA = ffﬂ[xyz]g(lfz/zlfym)dA =

fo fo 2y (6(1—a/4—y/2)—0)dz)dy = [, [3a%y—x3y/2—32%y>/23dy = [, (12y—4y—6y>—0)dy =
[4y% — 243} —4 2-0=2.

Homogeenisen R-sideisen puolipallon W = {(x,y,2) € R®|2? + y? + 22 < R?, z > 0} tilavuus on
(tiedenkin) V = [[[},; dV = 2 R® ja sen keski® on symmetrian takia z-akselilla.

Laske keskitn z-koordinaatti z = 3 - [[[;;, zdV

a) sylinterikoordinaatien avulla (3p.), b) pallokoordinaattien avulla (3p.).

Téssa kaikki integroimis—jérjestykset toimivat yhta hyvin'

a)Z=1- OR fo S rdr)d@ dz = & fo [2r2/2)Y 1 =% df)dz =

27r z - 2,2 o4 - 4 . 4
v fo R2 ?)do)dz = fo m(R*z—=z )dz— V'[Rz —Z =% IZ = 27R3/3 RT SR
b) z = ‘1/ : Oﬂ ”2 fo pcos¢ p? sin gpdp)dp)dh = + (f d9)(fﬂ/ cos ¢ sin ¢gde) fOR pdp) =

Lo s G A = § 1 RAYA= 3R,



