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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Eirola / Pakkila

MS-C1340 Lineaarialgebra ja differentiaaliyht#lst
Tentti ja vilikoeuusinnat 8.1.2014

Taytd selvisti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot.

1. vilikoe: tehtivit 1-4
2. vilikoe: tehtavit 5-8
Tentti: tehtavit 1,3,4,6,7 ja 8

Vastauspaperissa on selkeésti ilmoitettava, teetko 1. vilikokeen, 2. vilikokeen vai tentin.

1. Olkoon A reaalinen 2 x 2-matriisi.

(a) Osoita, ettd joukot
S = {B € MQ(R) | AB = BA}
ja
Sy = {B € M2(R) I BA = 0}
ovat reaalisten 2 x 2-matriisien muodostaman vektoriavaruuden M,(R) vektorialiava-
ruuksia.

(b) Méérad (a)-kohdan vektorialiavaruuksien S; ja S, dimensiot, kun

11
1
2. Olkoot
1 1 1
1|1 2 |1 . 3 (-1
v o= L v = 0 ja v = 1
-1 2 0

Néyté, ettd joukko V' = {v!, v? v®} on ortogonaalinen. Skaalaa ja tdydenni se R*mn orto-
normaaliksi kannaksi.

3. Konstruoi ortonormaali kanta valilla [—1, 1] jatkuvien funktioiden muodostaman vektoria-
varuuden C[—1, 1] aliavaruudelle sp({1, z?, z*}), kun sisétulo on médritelty kaavalla

(f.9) = /_] f(z)g(z)dz.



4. Avaruudessa R™ voidaan maééritelld normit

n

el =Y l=l,  lel.=

=1

missd & = (21,...,Z,) € R". Todista seuraavat epayhtélot mielivaltaisille v, u € R™, kun
(-,-) on tavallinen pistetulo.

(@) lvllo < llvllz < ol
(b) llvlly < v/nljvllz < nljvle
)

() [{w, )] < [[eflellvlly

Vihje: Joissain kohdissa voi olla hyddyllistd tutkia normien neliditd. Liséksi tuloksesta
2|ab| < a? + b* voi olla apua.

5. Ratkaise alkuarvotehtéva
y"(t) + 59" (t) + Ty'(t) + 3y(t) =0, y(0)=1, ¢'(0)=y"(0)=0

muodostamalla ensimmaéisen kertaluvun systeemi &’ = Ax tai kdyttamalla sopivaa yritet-
ta.

6. Ratkaise alkuarvotehtéva

Kaavoista

cosacosf = -;—(cos(a + B) + cos(a — B))
sinasinf = %(cos(a — B) — cos(a + B))
sinacos ff = %(sin(a + B) —sin(a — f))

voi olla apua.

7. Olkoon ) s
A= 4
Etsi mahdollisimman pieni y siten, etté tehtévin z'(t) = Ax(t) ratkaisulle pétee ||z (t)[| <
e||x(0)|| kaikilla t > 0.

8. Osoita, ettd origo on systeemin

IIJII = 2232(.’23 — 1)
Ty = —z1(z3 — 2)

Ty = —27172 — T3

stabiili tasapainotila néyttamalls, ettd V(z) = az? + b3 + cz§ on Ljapunovin funktio, kun
a, b ja c valitaan sopivasti. Onko 16ytdmési Ljapunovin funktio tarkka?



