ELEC-C3220 Kvantti-ilmiot, kevit 23 Vilikoe 1, malliratkaisut
opettaja: Matti Raasakka

Tehtava 1

Selitd seuraavat késitteet yhdelld tai kahdella kokonaisella lauseella. (1p/kohta)
a) mustan kappaleen siteilyn UV-katastrofi ~ b) aaltohiukkasdualismi  ¢) kaksoisrakokoe
d) kvanttimekaniikan mittausongelma e) komplementaariset suureet  f) kvanttiparallelismi

Malliratkaisu:

a) Mustan kappaleen séteilyn UV-katastrofilla viitataan siihen klassisen fysiikan mukaiseen tulok-
seen, etté valoa heijastamattoman (‘mustan’) kappaleen lamposéteilyn energiatiheys kasvaa rajatta
pienilld aallonpituuksilla. (1p)

b) Aaltohiukkasdualismilla tarkoitetaan, ettd kvanttimekaaniset hiukkaset voivat joissain ti-
lanteissa kayttaytya kuin normaalit klassiset hiukkaset ja joissain toisissa tilanteissa kuin aallot,
riippuen siitd mitd hiukkasten ominaisuuksia tarkastellaan tai mitataan. (1p)

¢) Kaksoisrakokoe on koejérjestely, joka havainnollistaa kvanttihiukkasten aaltohiukkasdualis-
mia. (0,5p) Koejarjestelyssd hiukkasia ammutaan kahteen rakoon, mistd johtuen muodostuu hiuk-
kassiiteilyn intensiteettiin interferenssikuvio takalevylle (aaltoluonne), vaikkakin hiukkasten voi-
daan havaita saapuvan takalevylle yksitellen (hiukkasluonne). (0,5p)

d) Kvanttimekaniikan mittausongelmaksi kutsutaan tyydyttavéin fysikaalisen selityksen puutet-
ta sille ilmiolle, ettd kvanttitila romahtaa mittaustulosta vastaavaan tilaan systeemid mitattaessa.
(1p)

e) Komplementaariset suureet, kuten paikka ja liikemé&éré, ovat suureita, joita vastaavat ope-
raattorit eivit kommutoi keskendén, eli suureita ei voi yhtédaikaisesti mitata mielivaltaisella tark-
kuudella. (1p)

f) Kvanttiparallelismiksi kutsutaan kvanttilaskennan ominaisuutta, jossa monta eri laskutoimi-
tusta voidaan suorittaa yhtdaikaisesti kvanttitilojen superposition avulla. (1p)

Tehtava 2

Tarkastellaan kvanttihiukkasta (massa m) yksiulotteisessa dérettomiéssi potentiaalikaivossa (leveys
L). Hiukkasen energian ominaistilojen |¢,,) aaltofunktiot saavat vélilla [0,L] arvot

o) = ) Zoin (M)

missd n = 1,2,3,... on energian kvanttiluku. Véilin [0,L] ulkopuolella aaltofunktio hiviii, eli saa
arvon nolla. Hamiltonin operaattorin ominaisarvot ovat F, = ’;Zi’;z. Ajanhetkelld ¢ = 0 hiukka-

sen tilaa kuvaa tilavektori |¢)) = %|¢1> - z\/g|¢2>

a) Laske hiukkasen energian odotusarvo ja varianssi. (3p)
b) Muodosta hiukkasen aaltofunktio mielivaltaisella ajanhetkelld t = T. (3p)

Malliratkaisu:

a) Hamiltonin operaattori H mittaa systeemin kokonaisenergiaa, joten tilat |¢,) ovat Hamiltonin



operaattorin ominaistiloja ominaisarvoilla F,, h . (1p) Energian odotusarvo:
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Energian varianssiksi saadaan siis:
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b) Energian ominaistilat kehittyvit ajassa seuraavasti: |¢,(t)) = e~ *E»t/?|¢,). (1p) Koska ai-

kakehitys on lineaarista, niin aaltofunktio ajanhetkellda ¢ = T" voidaan kirjoittaa energian ominais-
tilojen avulla vililla [0,L] muodossa
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Vélin [0,L] ulkopuolella aaltofunktio on identtisesti nolla kaikilla ajanhetkilld. (0,5p)
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Tehtava 3

Tarkastellaan alla olevaa kvanttipiirid.
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a) Selvita piirin lopputila. (2p)
b) Ovatko kubitit kietoutuneet keskendén lopputilassa? Perustele. (2p)
c¢) Laske suureen X odotusarvo piirin alemmalle kubitille lopputilassa. (2p)

VINKKTI: Sekd portti X ettd havaintosuure X voidaan médritelld sen avulla, miten se kuvaa
yhden kubitin kantatilat: X]0) = |1) and X|1) = |0).

Malliratkaisu

a) Alkutila |¢pg) = |00). Ensimmaéisten yhden kubitin porttien jilkeen

1

Y1) = (H ® X)|00) = —=(|01) + [11))  (0,5p)
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Ensimméisen CNOT-portin jéalkeen

¢p2) = CNOT12[¢h1) = —=(|01) +[10))  (0,5p)

Sl

2
Toisten yhden kubitin porttien jalkeen

[9s) = (X ® H)l) = 3(10) ~[11) + [00) +101))  (0,5p)
Toisen CNOT-portin jélkeen lopputilaksi saadaan
[tha) = ONOTs 1[u) = 2(110) — [01) +[00) + [11)
= £00) — [o1) + [10) + [11))  (0,5p)

b) Jos kubitit eivét ole kietoutuneet, niin tila voidaan esittéé tulotilana muodossa

&) [x) = (00|0) + ¢1]1))(x0]0) + x1/1))
= Pox0|00) + Pox1|01) + P1x0|10) + ¢P1x1|11)

missé ¢o,01,x0,x1 ovat jotain kompleksiarvoisia kertoimia. (0,5p) Vaatimuksesta |¢) = |i4) saa-
daan nelja yhtaloa kantavektorien kertoimille
1 1 1 1
PoXo =75, Pox1=-5, dXo=5, d1=73-
Niistéd voidaan esimerkiksi ratkaista toisesta yhtdlostd x; = —ﬁ ja kolmannesta yhtalosta ¢; =
i. Ottamalla niiden tulo saadaan
1 1
Pixa = — =-5,

4doXo 2
missé toisessa askeleessa kdytettiin ensimmaistd yhtalod ¢gxo = % Nain saatiin kolmesta ensim-
maisestd yhtalostd johdettua yhtélo, joka on ristiriidassa neljannen yhtédlon ¢ix; = % kanssa.

Yhtéloihin ei siis ole olemassa ratkaisua, eikd tilaa [14) voi siten esittdd tulotilana. (0,5) Kubitit
ovat siis kietoutuneet. (1p)
¢) Odotusarvo voidaan laskea esimerkiksi seuraavalla tavalla:

(1T @ XJg) = 7({00]  (O1] + (10 + (11])(101) ~ 00) + [11) +]10))

= (= {00[00) ~ (01]01) + {1010} + (11]11)) =0, (2p)
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missé huomioitiin, ettd vektorit |00),|01),/10),|11) muodostavat ortonormaalin kannan.



