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M: iikan ja syst lyysin laitos
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Kurssitentti ja yleinen tentti 19.4.2023 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kiyttid laskimia eiké taulukoita. Taytd kaikki otsaketiedot kaikkiin vastaus-
papereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtévii otetaan mukaan arvosteluun.

Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtivii.

Jokainen kurssille IV /2023 osallistunut voi halutessaan yrittia kuutta tehtivid, jolloin arvo-
sana mééraytyy paremman vaihtochdon mukaan: "viisi parasta koetehtévia + laskaripisteet”
tai ”pelkit kuusi koetehtavia”.
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Pallon

B={(z,y,2) eR® |2 + 32 + 22 < 4}
limpétila T riippuu pallokoordinaatiston muuttujasta r niin, ettd ytimessia 0 < r < 1
limpétila on 30 ja kuorella 1 < r < 2 lampétila on 6. Laske pallon keskilimpétila

= 1
va//BTdV,

Pallon tilavuus V = 47 - 2%/3 oletetaan tunnetuksi.

Tarpeeton lisitieto: Jos lampétilajakauma hetkelld ¢ = 0 on kuvauksen mukainen ja
pallon pinta tdysin eristetty ulkomaailmasta, niin koko pallon limpétila lihestyy ajan
kuluessa tasapainolimpotilaa T'.
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Miiritéd vektorikentdan F(z,y) = 2zi + 4yj viivaintegraali pisteestd (2,0) pisteeseen
(—2,0) pitkin ellipsin 22/4 + y*> = 1 ylemmiissi puolitasossa y > 0 kulkevaa kaarta
pitkin.
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. Madiritd vektorikentéin F(z,y) = i — 2zyj kenttéviivojen yhtilot ja hahmottele kuvioon
ainakin kolme eri kenttaviivaa. Kuvion mittakaavasta ei tarvitse vilittéa.
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. Vektorikentté
F(z,y,2) = (z + azy + 2)i + (2% — y?)j + (bz — c2)k

tiedetéidn lihteettomiksi (V- F = 0) ja pydrteettémiksi (V x F = 0) koko avaruudessa.
a) Madritd vakioiden a, b ja ¢ arvot.

b) Kun vakiot a, b ja c kiinnitetéién a-kohdan mukaisesti, niin yleisen teorian perusteella
vektorikentilld F on seké skalaari- ettéi vektoripotentiaali. M
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Laske vektorikentéin

F(z,y,2) =2+ 3% + 2(3 — 2)k
vuo pinnan S = {(z,y,2) € R* | 22 + y* = 1, 0 < 2 < 3} liipi Gaussin lauseen avulla,
kun (sylinterin vaippa) S on ensin téydennetty umpinaiseksi pinnaksi niin, etti F-n = 0
téydennetyilld osilla. (Ndmé ehdot téytyy myés todentaa laskuilla.)



6. Luennoitsija yritti keksié tenttiin sopivaa pintaa, mutta péityi rauskun (?) prototyyp-
piin, jolla on parametrisointi

r(u,v) = (u+sinv,v +sinu, u +v),

kun parametrialueena on nelid Q@ = {(z,v) |0 <u<m, 0<v <7}

a) Maiiriti rauskun keskipisteen (joka vastaa parametrien arvoja u = v = 7/2) normaa-
livektori ja pinta-alan paikalli hde téssid p a. (4 p.)

b) Kuvion perusteella niiyttés silté, etté rauskun pyrston padssd parametrisoinnin avul-
la muodostetut tangenttivektorit eiviit ole lineaarisesti riippumattomat. Perustele tdma
viite laskujen avulla. (2 p.)

Huom: Kuvaa on kierretty, joten normaalin suuntaa ei voi tarkistaa kuvasta.

Eriiti kaavoja:
- dz . dy
Fi(z.y)  F(z,y)

o 22/a® +y?/b? =1 «— x = acost, y = bsint

e V.(aF+bG)=aV-F 4V -G, V x (aF +bG) =aV x F+bV x G, a,b € R.
o V- (Vf)=Af, VX Vf=0,V-(VxF)=0

« V.(fE)=Vf F+f(V-F),Vx (fF) = Vf x F+ f(V x F)
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o Tilla kurssilla n = yksikkénormaali.

. ///DV-FdV:[/aDF-ndS

o//(VxF)«ndS=¢ F»dr:?g Fydz + Fydy + Fydz
P g P

o (r,¢,0): = = rsin(p) cos(B), y = rsin(y) sin(f), z = rcos(p), dV = r2sin(p) dr dp df

o (ri,8,2): z=rycos(d), y=rysin(d), z=z,dV =7, dr. dfdz

o sin(r/6) = cos(r/3) = 1/2, sin(w/3) = cos(r/6) = V3/2, sin0 = cos(/2) = 0,
sin(m/2) = cos0 = 1, sinm = 0, cosm = —1, sin*z + cos’x = 1, sin(2z) = 2sinzcosz,
cos(2z) = 2cos?z — 1 =1 — 2sin’z.

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!
Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydessi. Myds uusijoiden taytyy
ilmoittautua tenttiin.



