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MS-A0102 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1
mallivastaukset

Date of exam: 10.12.2020 Solved by: mathwiz.ai

Disclaimer:
These problems are solved by mathwiz.ai, a service leveraging the latest gener-
ative Al technologies. This means the solutions come with inherent limitations:

1. Understanding: The AI doesn’t understand mathematics like humans
do; it predicts answers based on historical data patterns.

2. Reliability and Context: The AI’s responses can be contextually inap-
propriate or inconsistent, and thus contain errors.

3. Creativity: Al applies known patterns, it does not invent new mathe-
matical methods.

Use these solutions as guides, not definitive answers. Despite occasional errors,
the solutions can be useful for providing context around the problems. For ver-
ifiable accurate solutions, seek guidance from a qualified educator. At the time
of solving these problems, the mathematical capabilities of Als were at the level
of an advanced university mathematics student. If you find errors in the solu-
tions, feel free to inform us. Contact information: mathwizcontact@gmail.com.
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Problem 1

1. a) Madrita sarjan

e 3k+1
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k=1 g
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Problem 1 solution
1. a) Madrita sarjan
> 3k+1
k=1 5

sumima.

Téama on geometrinen sarja, jossa ensimmainen termi a =

r= % Geometrisen sarjan summa on
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b) Suppeneeko sarja
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Kaytetadn vertailuperiaatetta. Huomataan, etta
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9

1+ .
= : ja suhde
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ja

oK1
K237 R4k 2

. o0 k-2 e e o . . . 1017 1
Koska sarja ), 7273 on positiiviterminen ja sen termit ovat valilla 5 <
2 . ., e . . . .
kf’—% < 1, voimme verrata sitd harmoniseen sarjaan Zzozl %, joka on tunnetusti
divergentti. Talloin myos alkuperdinen sarja on divergentti.

¢) M&&rita potenssisarjan
®© 1.2
> gt
ok
k=1
suppenemissade.

Kaytetadn suhderajaa maarittaméan suppenemissade R:

k2
R el ki1 Foo (’;:rjl)?
2 gk+1 2
R = lim k9T =1l Ok
k—oc0 (k =+ 1)2 . 9k k—o0 (k =+ 1)2
2 1
= 1. —_— = 1 =
R 9I~c£§o’(k+l)2 9 m (1+%)2

Joten potenssisarjan suppenemisséide on R = 9.
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Problem 2
Maarita raja-arvot

’I’L37’I'L

a) limy, - n3+4n2+n—6
'b 1 2‘,‘3—7}
) My —1 35422 +2-6

Problem 2 solution

2. Maarita raja-arvot

3
: —-n
a) hmn_)oo n3+4n24+n—6

Jaa seka osoittaja ettd nimittaja suurimman potenssin mukaan, téssa tapauk-

sessa TL32

3 1
. n-—-n : ~ nZ
n—oond +4n? +n —06 n%m1+g+ﬁ—ﬁ

Kun n — oo, termit -, 2, - ja -5 kaikki lihestyviit nollaa. Joten raja-

arvo on:

i 1-4 1-0 1,
1m = = — =
noool+2 4 L6 1404+0-0 1

n n3

Kaytetadn L'Hopitalin sadntoa tehtavan osassa b.

’I‘S—’I'

b) limy 1 Zrriri—s
Lasketaan osoittajan ja nimittdjan derivaatat:

d
— (2 —x) =322 -1
d
T

d
%(x3+4x2+x76):3x2+8w+1

Koska osoittajan ja nimittdjén derivaatat ovat jatkuvia lahelld x = 1, voimme
soveltaa L’Hopitalin sadntoa:

I 3 —x i 3x2 —1
im =lim ———
=13 +422 4+2—-6 2—13224+8x+1

Nyt voimme sijoittaa = = 1:

Page 4



MS-A0102 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 mathwiz.ai

. 322 -1 3(1)2 -1 2 1
1 = = = —
e—13224+8x+1  3(1)2+8(1)+1 12 6

1

Joten raja-arvo on .
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Problem 3

3. Olkoon f: R — R, f(z) = 3z + sin 2z.

a) Muodosta funktion f kolmannen asteen Maclaurin-polynomi P3(z).
Huom: Maclaurin = Taylor tapauksessa zg = 0.

b) Osoita, ettd funktio f on aidosti kasvava.
c) Maaritd kadnteisfunktion derivaatta

(f1)" (3m).
Problem 3 solution

3. Olkoon f: R — R, f(x) = 3z + sin 2z.
a) Muodosta funktion f kolmannen asteen Maclaurin-polynomi Ps(z).

Maclaurin-polynomi on Taylorin polynomi, kun xy = 0. Lasketaan funktion
f(x) derivaatat ja arvot = 0 kohdassa:

f(z) =3z +sin2z = f(0) = 3(0) 4 sin(0) =0
f(x) =3+ 2cos2x = f'(0) =3+ 2cos(0) =5
/" (x) = —4sin2x = f"(0) = —4sin(0) =0

1" (x) = —8cos2x = f"'(0) = —8cos(0) = —8

Kolmannen asteen Maclaurin-polynomi on:

anmns anns 0x2 83 4
Pa(e) = 10)+ f/(O)r+ LD L TTOR g5 (00 B L

2! 3! 2 6 3
b) Osoita, ettd funktio f on aidosti kasvava.

Tarkastellaan funktion f(z) derivaattaa:

f'(z) =3+ 2cos2z

Koska —1 < cos2z < 1, niin 1 < 2cos2x < 2. Tama tarkoittaa, etta
4 < f'(x) <5. Koska f/(z) > 0 kaikilla z, funktio f(z) on koko ajan kasvava.
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¢) Méaérita kadnteisfunktion derivaatta

(f71) (3m).

Koska f(x) on aidosti kasvava, silld on kiinteisfunktio f~!(z). Kiytimme
derivaatan ketjusdantod laskeaksemme kadnteisfunktion derivaatan:

1N\ _ 1
U@ = my)

Nyt haluamme laskea kaénteisfunktion derivaatan arvon z = 3m:

a1
U060 = Firrm)

Koska f(z) = 3z 4 sin 2z, niin f(7) = 37 + sin(27) = 37. Tam4i tarkoittaa,
etti f~1(3m) = 7.

Nyt voimme laskea f'(7):

f'(mr)=3+2cos(2r) =3+2=5

Lopuksi saamme:

e 1 1
U680 = i) ~ 5

Joten kaanteisfunktion derivaatta (f~1)" (37) on 1.
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Problem 4

4. a) Mairitd osamurtohajotelman

kertoimet A ja B.
b) Laske integraali

sijoittamalla ensin x = Int.

Problem 4 solution

4. a) Mairitd osamurtohajotelman

kertoimet A ja B.

Kertoimien 16ytamiseksi yhdistdmme murtolausekkeet:

1 A(1+1t) + Bt

t(1+1t) t(1+1)

Nyt asetamme nimittdjat yhta suuriksi:

1= A(1+t)+ Bt

Ratkaisemme kertoimet A ja B asettamallat =0 jat = —1:

Kun t =0:

1=A(14+0)+B(0)=A=1

Kun t = —1:

1=A(1-1)+B(-1)=> B=—1

Joten osamurtohajotelma on:
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b) Laske integraali

sijoittamalla ensin x = Int.

Kun z = Int, niin ¢t = e”. Derivaatta on dt = e*dz. Integraalin rajat muut-
tuvat: kun =0, t =€’ =1; kun x =In 3, t = e*3 = 3.

Nyt voimme kirjoittaa integraalin uudessa muodossa:

3
1
/444t
e

Kaytamme osamurtohajotelmaa:

3 3
/A—L—ﬁ:/ LI P
Lt 1) L\t 14t

Integroimme kumpikin termi erikseen:

/%m P~ el — ()1t
L1 I 1

3
:(1n3—1n1)—(1n4—1n2):1n3—1n2:1n§

Joten integraalin arvo on In %
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Problem 5

a) Erds henkilo on opetellut ulkoa 12000 ensimmaéistd desimaalia luvusta
m. Hetkelld ¢ = 0 (kuukautta) kiinnostus aiheeseen lopahtaa, jolloin muistissa

olevien desimaalien lukuméérd y = y(t) alkaa vdhentyéd differentiaaliyht&lon
/

y' = —ky mukaisesti. Madritd vakion k tarkka arvo, kun y(0) = 12000 ja
y(12) = 4000.

b) Ratkaise differentiaaliyht#lo ' = —y? alkuehdolla y(0) = 10.
Problem 5 solution

5. a) Erés henkilé on opetellut ulkoa 12000 ensimmaéistéd desimaalia luvusta
7. Hetkelld ¢ = 0 (kuukautta) kiinnostus aiheeseen lopahtaa, jolloin muistissa

olevien desimaalien lukuméérd y = y(t) alkaa vahentyéd differentiaaliyht&lon
/

y' = —ky mukaisesti. M&&ritd vakion k tarkka arvo, kun y(0) = 12000 ja
y(12) = 4000.

Taméa on ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen homogeeninen differentiaaliyhtalo.
Ratkaisu on muotoa:

y(t) = Ce™™
Kéaytamme alkuehtoa y(0) = 12000:

12000 = Ce %9 = ¢ = 12000

Nyt meilld on ratkaisu:

y(t) = 12000e
Kéaytdmme toista ehtoa y(12) = 4000:

1
4000 = 12000e %12 = 3= e 12k

Otamme molemmilta puolilta luonnollisen logaritmin:

1
In= = —12k
13

Ratkaistaan k:
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k

LSRN N BN
3 "

Joten vakion k tarkka arvo on k = % In3.

b) Ratkaise differentiaaliyhtilé 4’ = —y? alkuehdolla y(0) = 10.

Tama on ensimmaisen kertaluvun erillinen differentiaaliyhtalé. Voimme kir-

joittaa sen muodossa:

Erotetaan muuttujat:

Integroidaan molemmat puolet:

Ratkaistaan y:

dyi 2
a7
dy
==t
y2

d
%:—/m
Y
——=——t+C

1
Y=i-C

1 1
10 = —— = ——
0 0-C ¢ 10
1
t_
y() t+%0
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Problem 6

Funktiot y(x) = 22 ja y(z) = 2® toteuttavat saman differentiaaliyhtilon

1

2y’ + axy + By =0

a) Sijoita annetut ratkaisut differentiaaliyhtaloon (1) ja méérita sitten kertoimet

aja g.

b) Kiinnitetddn vakioille a ja 8 kohdassa a) saadut lukuarvot. Muodosta dif-
ferentiaaliyhtélolle (1) sellainen ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot y(1) = 2 ja

(1) = 0.

Problem 6 solution

6. Funktiot y(z) = 2% ja y(x) = 2® toteuttavat saman differentiaaliyhtiilon

22y + azy + By =0

a) Sijoita annetut ratkaisut differentiaaliyhtéloon (1) ja méarita sitten ker-

toimet « ja (3.

Aloitetaan sijoittamalla y(z) = 2%

y'(z) = 2x

y'(x) =2

Sijoitetaan namaé differentiaaliyhtaloon:

22(2) + ax(2x) + B(z?) =0

222 4+ 202% + B2 =0

Téamaéan on oltava totta kaikilla x, joten kertoimien on taytettavé.:

242a+6=0
Nyt sijoitetaan y(z) = z3:

y'(x) = 327
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y'(z) =6z

Sijoitetaan namaé differentiaaliyhtaloon:

22(62) + ax(32?) + B(x®) =0

62> + 302 + B2 =0

Téamaéan on oltava totta kaikilla x, joten kertoimien on taytettavé.:

64+3a+5=0
Nyt meilla on kaksi yhtéalod kahdelle tuntemattomalle:

2420+ 5=0
6+3a+8=0

Ratkaisemalla yhtaloparin saamme:

a=-4, =6

b) Kiinnitetddn vakioille o ja 8 kohdassa a) saadut lukuarvot. Muodosta
differentiaaliyhtéilolle (1) sellainen ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot y(1) = 2

jay'(1)=0.

Differentiaaliyhtélé on nyt:

22y — day 4+ 6y =0

Koska y(z) = 22 ja y(z) = °

ratkaisun muodossa y(z) = Cz?, missi C' on vakio.

y'(x) =2Cx

y"(x) =2C

Sijoitetaan namaé differentiaaliyhtaloon:

22(2C) — 42(2Cz) +6(Cz?) =0

ovat jo ratkaisuja, etsimme kolmannen

Page 13



MS-A0102 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 mathwiz.ai

202 —8Cz%2 +6C22 =0

Taméi on totta kaikilla , joten y(z) = C? on ratkaisu. Kiytimme alkue-
htoja y(1) =2 ja y'(1) = 0:

2=C(1)*=C=2
0=2C(1)=C=0

Koska C ei voi olla seké 2 etté 0, ratkaisu on lineaarikombinaatio aiemmista
ratkaisuista:

y(z) = Az? + Ba®

Kaytamme alkuehtoja:

2=A1)?2+B(1)*=>A+B=2

0=2A(1)+3B(1)>=24+3B=0

Ratkaisemalla yhtaloparin saamme:

Joten ratkaisu on:
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