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Kokeessa ei saa kayttdd laskimia eikid taulukoita. Tyt kaikki otsaketiedot kaikkiin vastaus-
papereihin.

Kurssitentin uusinta: Viisi parasta tehtdvia otetaan mukaan.

Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtdvai.

Luentokurssille IV/2019 osallistuneet voivat valita yleisen tentin tai kurssitentin uusinnan. Jo-
kainen voi halutessaan yrittda kuutta tehtivii, jolloin arvosana mi#rdytyy paremman vaih-
toehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtiivaa + laskaripisteet” tai " pelkét kuusi koetehtavai®.
Jos sinulla on laskaripisteitd kurssilta IV /2019, niin kirjoita kohtaan Lisiitietoja
"4 laskaripisteet”.

1. Madritd R-sdteisen puolipallon

D:{(zayvz)ER3i$2+y2+Z2SR2, 220}

o [f o

kun sen tiheys on muotoa go(z,y, z) = ¢(R + 2) ja ¢ > 0 on vakio.

massa

2. Avaruuskiyrilld C on parametrisointi
r(t) = (2¢,3t%,3%), 0 <t <1,

jolloin kayri kulkee origosta pisteeseen (2, 3, 3).
a) Laske kiiyriin C kaarenpituus.
b) Laske viivaintegraali

L(x + 3z)ds.

Vibje: Lausekkeita voi sieventiid kaavan a® + 2ab + b* = (a + b)? avulla.

3. Laske vektorikentin
F(z,y,2) =zy*i+ 2*j+zk

vuo kappaleen
D={{z,y,2) eR*|0< 2< 1~ (z* +¥*)}

reunan @0 ldpi, kun positiivinen suunta on kappaleesta ulospdin. Voit kiyttdd joko
Gaussin lausetta tai muita menetelmii.

Kiinna!



4. Olkoot f ja g kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvia 3-ulotteisia skalaarikenttii.
a) Osoita, ettd V(fg) = gV [+ fVg. _
b) Perustele nabla-kaava V x (Vf) =
5. Laske molemmat Stokesin lauseessa esiintyvit integraalit, kun
Flz,y,2) =yi+2rj+(y+2)k
ja pintana P on puolipallo
P={{z,y,2) e R |2 +y* +22 =1, 2 >0}
Milld tavalla pinnan P yksikkénormaali n ja sen reunakiyrdn 9P positiivinen suunta
taytyy valita, jotta Stokesin kaava on voimassa?

6. Tarkastellaan tasoa z = az + by parametrisoituna pintana r(u,v) = (u,v,au + bv)
yksikkoneliossd 0 < u <1, 0 £ v £ 1. Osoita, ettd vastaavan tason osan pinta-ala on
muotoa A = 1/cosp, kun tason kaltevuuskulma ¢ miiirdytyy sen yksikkdylanormaalin
n avulla yhtéléstd cosg =n - k.

Lisétieto: Eriitéd trigonometristen funktioiden arvoja:

« -f -3 0 F f 0§ 57
sin(e) -1/v2 -1/2 0 1/2 1/vV2 V3/2 1
cos{a} 1/v2  v3/2 1 V3/2 1/vV2 172 0 -1
tan(a) -1 -=1//3 0 1/V3 1 vi = 0

Eriit4 kaavoja:
o V- (aF+bG)=aV -F+bV -G, Vx(aF+bG)=aVxF+bV xG,a,beR

on(Vf):ﬁV-(VxF):
V-(JF)=V[-F+[(V-F), Vx (fF) = Vf x F+ f(V x F)

. A//';ch y—A//ydA
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e Tilld kurssilla n = yksikkénormaali.

-f[ V.FdV = F-ndS
D ap

.//‘(VXF)'HdS=f F-dr = F1d$+F2dy-|-F3dZ

P aP aP

® (r,¢,0): x = rsin(p) cos(f), y = rsin(y) sin{f), z = r cos(yp),
dV = r?sin(yp) dr dyp db

o (r1,8,2):z=rycos(f), y=rysin(d), z=2z,dV =r, dpdfd:=

o sin’z +cos?z = 1, sin(2x) = 2sinw cos x, cos(2z) = 2cos?x — 1 = 1 — 2sin?z, sindx =
sinz(1l — cos? ).



