Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Hippi
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0305 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3
Kurssitentti ja yleinen tentti 19.10.2023 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kiyttdd laskimia eikd taulukoita. Téytd kaikki otsaketiedot kaikkiin vastaus-
papereihin. ,

Kurssitentti: Viisi parasta teht#v#i otetaan mukaan arvosteluun.

Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtavaa.

Jokainen kurssille 1/2023 osallistunut voi halutessaan yrittad kuutta tehtavid, jolloin arvosana
médriaytyy paremman vaihtoehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtavasa + laskaripisteet” tai
" pelkiit kuusi koetehtévad”.

1. Puolipallon
K={(z,y,2) eR¥| 2 + > +2° < 9,2 > 0}

tiheys p riippuu pallokoordinaatiston muuttujista kaavan o(r, ¢, ) = (8 + 4 cos p)r mu-
kaisesti (sopivissa yksikdissé). Laske puolipallon massa

m:///KpdV.

2. a) Maéritd vektorikentdn F(z,y) = —3yi+ 3z j viivaintegraali pisteestd (4,0) pisteeseen
(0, 4) origokeskisen ympyrén (lyhyemp#d) kaarta pitkin. (4 p.)
b) Onko a-kohdan vektorikentélld potentiaalia? (2 p.)

3. Mairitd vektorikentén F(z,y) = yi+ 2zyj kenttédviivojen yhtalot ja hahmottele kuvioon
ainakin kaksi eri kenttéviivaa.

4. Laske vektorikentén F(z,y, z) = (22 +y)i+ (y* —2)j+ 3zk lahteisyys V - F ja pyOrteisyys
V x F pisteessi (1,2, 3).

5. a) Laske vektorikentin
F(z,y,2) =21+ y°) + 2’k
vuo puolipallon pinnan P = {(z,y,2) € R® | 2> +y> +2* = 9, 2 > 0} ldpi. Voit
kiyttis joko vuon midritelméé tai Gaussin lausetta, kun pinta P on ensin tdydennetty
umpinaiseksi pinnaksi niin, ettd F - n = 0 tdydennetylld osalla. (Tama ehto taytyy myos
todentaa laskulla, jos kéytit Gaussin lausetta.) (5 p.)
b) Vaikuttaako vuon suunnan valinta lopputulokseen? (1 p.)




6. Erddssd tosi-TV-kilpailussa tiytyy kiivetd mahdollisimman korkealle alla olevan kuvan
muotoista pintaa pitkin. Pinnalla on (sopivissa vksikoissd) parametrisointil

r(u,v) = ((2 — u) cosv, (2 — u)sinv, u?),

kun parametrialueena on nelis Q = {(u,v) [0 <u <2, 0<v < 27}

a) Muodosta pinnan normaalivektori parametrien arvoja u = 1 ja v = 7 vastaavassa pin-
nan pisteessi. (3 p.)

b) Maéritd a-kohdan normaalin avulla pinta-alan paikallinen suurennussuhde ja pinnan
kaltevuuskulmalle a lauseke cos o kyseessii olevassa pisteessi. (3 p.)

c¢) Kaltevuuskulman o likiarvo on 63°. Pystyisitko kiipediméén tille korkeudelle, jos pin-
han muoto on sama ja huippu 10 metrin korkeudessa? (0 p.)

Eriitd kaavoja:
dz dy
o =
F1($,y) F2(xay)

2?/a® + 2 /b =1 ¢ x = acost, y = bsint
V- (Vf)=Af,VxVf=0,V-(VxF)=0
V-(fF):Vf-F+f(V-F),Vx(fF)=Vf><F+f(V><F)

55 Fldx+F2dy://<%—@>dA
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e Télla kurssilla n = yksikkénormaali.

o //DV-FdV://aDF-ndS

//(V)(I“)l’lds’:ff9 Fdr:é F1d$+F2dy+F3dZ
P P P

(r,¢,0): = rsin(p) cos(f), y = rsin(p) sin(f), z = rcos(p), dV = r?sin(y) dr dyp df

(ri,0,2): =7 cos(d), y =r sin(d), z = 2, dV = ridr) dfdz
sin(/6) = cos(n/3) = 1/2, sin(r/3) = cos(m/6) = /3/2, sin0 = cos(m/2) = 0,

sin(m/2) = cos0 =1, sinw = 0, cosm = —1, sin?z + cos?z — 1, sin(2x) = 2sinx cos z,
cos(2z) =2cos?xr —1=1— 2sin? z.

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!
Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydesséd. My®6s uusijoiden taytyy
ilmoittautua tenttiin.

'Tém# saadaan aikaan kiertimailli paraabelin kaarta kuten laskuharjoitusten torus-tehtivisss ympyrai.



