
(2.4)(2.4)

(2.1)(2.1)

> > 

> > 

(1.4)(1.4)

(2.3)(2.3)

> > 

> > 

(1.3)(1.3)

(2.5)(2.5)

(1.2)(1.2)

(2.2)(2.2)

> > 

(1.5)(1.5)

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(1.1)(1.1)

MS-A0301 17.4.2024, ratkaisut

Tehtävä 1
R

R

R
R

R

R

R

Tehtävä 2
Väite seuraa Greenin kaavasta valitsemalla ja  koska silloin jonka 

tasointegraali on pinta-ala.

8
15



(3.2)(3.2)

> > 

> > 

> > 

> > 

(3.3)(3.3)

(4.2)(4.2)
> > 

> > 

(3.6)(3.6)

(3.1)(3.1)

(3.4)(3.4)

(3.5)(3.5)

(4.1)(4.1)

> > 

> > 

> > 

> > 

Tehtävä 3

Tuloksista puuttuu integrointivakiot (jotka voivat riippua kahdesta muusta muuttujasta), muta näistä 
voidaan päätellä potentiaali

tai vielä jokin vakio lisättynä.
Viivaintegraali voidaan laskea potentiaalin avulla sijoittamalla käyrän päätepisteet:

0

Tehtävä 4
Kyseessä on funktion kuvapinta   joten normaaliksi saadaan 

Tällöin  joten vuoksi saadaan  

2

Tehtävässä ei ole kerrottu pinnan positiviista suuntaa, joten vastaukseksi käy myös mutta tätä
ei tarvitse erikseen mainita.
Vaikka V, F  = 0, ei Gaussin lauseen käyttäminen näytä kovin helpolta, koska luonnollisin tapa
täydentää kyseinen pinta umpinaiseksi on tarkastella pinnan ja xy-tason neliön [0,p] # [0,p] väliin
jäävää kappaletta ja sen reunaa, mutta reunassa on viisi muuta osaa, eikä lasku näytä kovin mukavalta.
Se on kuitenkin mahdollista, sillä yksikkönormaalit ja integroitavat funktiot ovat yksinkertaisia.

Tehtävä 5



> > 

> > 

(5.2)(5.2)

> > 

(5.8)(5.8)

> > 

(5.5)(5.5)

(5.6)(5.6)

> > 

(5.7)(5.7)

> > 

(5.3)(5.3)

(5.4)(5.4)

> > 

> > 

(5.1)(5.1)

> > 

Ensimmäinen kenttä on siis lähteetön, mutta toinen ei.

Kumpikaan kenttä ei ole pyörteetön.
Selvästi F ei toteuta kolmatta ehtoa, mutta G toteuttaa.
Tarkistetaan pyörteisyys vielä ohjelmalla:



> > 

> > 

(5.9)(5.9)

> > 

> > 
> > 

(6.4)(6.4)

> > 

(6.2)(6.2)

(6.6)(6.6)

(5.8)(5.8)

(6.3)(6.3)

(6.5)(6.5)

> > 

> > 

> > 

> > 

(5.1)(5.1)

(6.1)(6.1)

e e e

e e e

Tehtävä 6
:

Lasketaan tangenttivektorit osittaisderivaattoina:
:

Sijoitetaan tähän :

Yhteinen kerroin ei vaikuta normaalin suuntaan, jolloin jäljelle jää vektori  
jonka pituus on 2. 

Tämän pistetulo yksikkövektorin k kanssa on joten kaltevuuskulmaksi saadaan



(6.6)(6.6)

(5.8)(5.8)

(6.10)(6.10)

> > 

> > 

(6.9)(6.9)

> > 

> > 

> > 

> > 

(6.7)(6.7)
> > 

(5.1)(5.1)

(6.8)(6.8)

(6.11)(6.11)

4

Yleisen normaalivektorin pituus on

Katoksen pinta-alaksi saadaan


