ELEC-C1230 Saatotekniikka
Tentti 18.4.2024 Ratkaisut

1. Tarkastellaan sditojarjestelméd, jota kuvaa oheinen lohkokaavio

Sdddin Prosessi
‘ ‘ K(s+1) . . .. . 1
sad G.(s) = Kk tofunktio G(s) = ——
jossa sdddin on G.(s) ——,— Ja prosessia kuvaa siirtofunktio (s) PR y—

a. Milld parameterin K arvoilla jarjestelmi on asymptoottisesti stabiili? (3p)

b. Kun sdidin on viritetty siten, etti jirjestelméd on asymptoottisesti stabiili, mikéd on
ldhtosuureen asymptoottinen arvo, kun referenssini on yksikkodaskel? (1p)

¢. Onnistuuko sdddin b-kohdan askelreferenssin seurannassa? Miké sdddin on kyseessad?
Onko saatu tulos tyypillinen kyseiselle sddtimelle? Perustele vastauksesi. (2p)

Ratkaisut:

a. Lasketaan aluksi jdrjestelmin siirtofunktio

K(s+1)
Q. — Ge(s)G(s) _ 5423 K(s+1)
PP Gu(s)G(s) 14 —S(ggf;fsljg) 34252+ (K —-3)s+ K~

Selvitetddn seuraavaksi Routhin kaavion avulla, milld parametrin K arvoilla
jarjestelmélli ei ole napoja oikeassa puolitasossa:

s3 1 K -3
52 2 K
1 K—-6
st 5P == 0

22 2
0 2 K| _

Kaavion ensimmdisen sarakkeen alkiot ovat positiivisia, kun K > 6, joten sididetty
jarjestelmin on asymptoottisesti stabiili, kun K > 6.

b. Kun parametri K on valittu, siten, ettd jirjestelmd on asympttoottisesti stabiili, niin
lahtosuureen asymptoottinen arvo voidaan méérittdd loppuarvoteoreeman avulla, tai
suoremmin laskemalla staattinen vahvistus, eli

: . K(s+1) K
i Gror(s) = lim $+224+ (K —-3)s+K K

minké perusteella lihtosuure asettuu asympttoottisesti arvoon 1 (kaikilla K > 6).
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c¢. Lihtosuure asettuu b-kohdan perusteella asymptoottisesti referenssiarvoon 1, joten sdddin
onnistuu referenssin seurannassa. Kysessi on PI-sdddin, perinteisemméssd muodossaan

1
esitettynd G.(s) = K <1 + T_) , jossa integrointiaika on asetettu 77 = 1. Tulos on
IS

tyypillinen PI-sddtimelle, koska integroiva termi poistaa pysyvén poikkeaman (avoimesta
silmukasta tulee tyypin 1 prosessi, jolloin pysyvi poikkeama vakioreferenssille on nolla).



2. Systeemin tilaesitys on

y(t) = [1 0} x(t).
a. Onko systeemi saavutettava? Entéd onko se tarkkailtava? (1p)

b. Jos mahdollista, suunnittele systeemille tilasdtdja u(t) = —Lx(t) siten, ettéd sdddetty
jarjestelmi on asymptoottisesti stabiili. Systeemin tilan voi olettaa tunnetuksi. (2p)

c. Selitd yleiselld tasolla, miten saavutettavuus liittyy tilasddtdjin suunnitteluun? (1p)

d. Jos systeemin tilaa ei tunneta, miten tilasdétdjan suunnittelua pitdd muuttaa? (1p)

e. Miten tilasditdjdd pitdd lisdksi muokata, jos silld halutaan seurata nollasta poikkeavaa
vakioreferenssid asymptoottisesti? Mainitse kaksi tapaa. (1p)

Ratkaisut:

a. Laskemalla ohjattavuus- ja havaittavuusmatriisit saadaan

-1 -1 C 1 0
M, — [B AB} - . M, = - ,
1 1 ] CA [—1 —2]
joista saadaan rank(M,) = 1 jarank(M,) = 2, eli systeemi on tarkkailtava mutta ei
saavutettava.

b. Vaikka systeemi ei olekaan saavutettava, siitd ei voida péitelld, etteiko se olisi
stabiloitavissa tilatakaisinkytkennélld. Merkitidén L = [61 62} ja ratkaistaan sdddetyn

10 -1 -2 —1

0 1]_[o 1]+[1][£1 Q)
S—l—l—gl 2—€2
gl S—1+£2

:(S+1—61)<S—1+€2)—€1(2—£2)
:SQ+(£2—£1)S+(€2—€1—1).

jarjestelmén karakteristinen yhtalo:

det(sI — A + BL) = det (3

= det

Toisen asteen polynomin juuret ovat vasemmassa puolitasossa, jos kaikkien termien
kertoimet ovat nollaa suurempia (tdmi seuraa Routhin kaaviosta tai juurien
ratkaisukaavasta). Téten suljettu jirjestelmé on asymptoottisesti stabiili milld tahansa
valinnoilla, joilla /5 — ¢; > 1. Téssd vastaukseksi tosin riittda jonkin valinnan
loytaminen. Esimerkiksi voidaan valita /o = 2 ja ¢; = 0, jolloin sdddetylld jarjestelmélld
on kaksinkertainen napa pisteessi —1 (KY: s% + 25 + 1 = 0).

c. Mikdli systeemi on saavutettava, niin tilasditdjdlld voidaan asetella sdddetyn jéirjestelmén
navat mielivaltaisesti. Mikéli systeemi ei ole saavutettava, mutta ei-ohjattavat tilat ovat
asymptoottisesti stabiileja (kuten b-kohdassa), niin systeemi voidaan edelleen
asymptoottisesti stabiloida tilatakaisinkytkennélld. Toisin sanoen, jos 10ytyy sellainen



matriisi L, ettd matriisi A — BL on asympttoottisesti stabiili, niin silloin sdddetyn
jarjestelmin tila menee asymptoottisesti nollaan. Téllainen matriisi 10ytyy aina, jos
systeemi on saavutettava, mutta myos silloin, jos systeemin ei-ohjattavat tilat ovat
asymptoottisesti stabiileja.

d. Jos systeemin tilaa ei tunneta, niin tdytyy suunnitella tarkkailijapohjainen tilasdétdja.
Tilloin takaisinkytkennin tila x(¢) korvataan tilan estimaattorilla x(¢), eli sddt6 on
muotoa u(t) = —Lx(t), ja tilatarkkailijan dynamiikka on muotoa

x(t) = (A — KC)x(t) + Bu(t) + Ky(t),

jossa K valitaan siten, ettd matriisi A — KC on asymptoottisesti stabiili.

e. Jos halutaan seurata nollasta poikkeavaa vakioreferenssid asymptoottisesti, niin yksi
vaihtoehto on lisdtd sddtdjadn etuvahvistus, jonka avulla saadaan skaalattua suljetun
jarjestelmin siirtofunktio siten, ettd sen staattinen vahvistus (referenssisti
lahtosuureeseen) on 1. Toinen vaihtoehto on augmentoida integrointi tilasddtoon, jolloin
integraattori poistaa pysyvit poikkeaman ldhtosuureesta.

3. Alla olevassa kuvassa on toisen kertaluvun systeemin

2
G(s) = Kw

$2 4 2Cwy,s + w?

Boden vahvistuskéyra.

a. Arvioi kuvan perusteella systeemin stationddritilan vahvistus K, resonanssitaajuus ja
resonanssipiikin korkeus. Perustele vastauksesi. (2p)

b. Mistd resonanssipiikki johtuu? Miten siithen voidaan vaikuttaa sdadolla? (2p)

¢. Arvioi a-kohdan perusteella parametrien w,, ja ¢ arvoja. Perustele vastauksesi. (2p)
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Ratkaisut:

a. Kuvasta ndhdédn, ettid vahvistuskdyré ldhestyy noin 20 desibelid, kun kulmataajuus
lahestyy nollaa. Téstd syystd 20 log(G(0)) = 201log(K) = 20, eli log(K) = 1, eli
K = 10. Resonanssipiikki tapahtuu noin taajuudella 4 radiaania sekunnissa, joka on
resonanssitaajuus, jolloin vahvistus on noin 40 desibelid. Koska resonanssipiikin korkeus
mitataan suhteessa stationddritilan vahvistukseen, piikin suuruus on noin
40 — 20 = 20 desibelid.

b. Toisen kertaluvun vérdhtelevd dynamiikka aiheuttaa taajuustasoon resonanssitaajuuden,
joka aiheuttaa resonanssipiikin. Resonanssipiikki on sitd korkeampii, mité pienempi
vaimennuskerroin ¢ on. Resonanssitaajuutta ei aiheudu, jos vaimennus on riittdva suuri,
eli resonanssipiikistd padstadan eroon vaimennusta lisidmallld. Vaihtoehtoisesti saadolla
voidaan vaikuttaa ominaistaajuuteen w,,, jolloin resonanssipiikkid voidaan siirtda
sellaiselle taajuusaluelle, ettei siitd ole haittaa systeemin toiminnalle.

c¢. Resonanssipiikin korkeuden kaava on

1
204/1—2¢2

Koska resonanssipiikki on varsin suuri, voidaan piitelld, ettd vaimennuskerroin ¢ on
lahelld nollaa, ja siksi voidaan arvioida /1 — 2¢? = 1. T4lldin resonanssipiikin
korkeudelle saadaan (approksimatiivinen) lauseke M, = 1/(2¢). Resonanssipiikin

M, =

suuruudeksi arvioitiin a-kohdassa noin 20 desibelig, eli 20 log(M,.) ~ 20, josta saadaan
M, =~ 10. Tédten vaimennuskertoimelle ¢ saadaan arvio ¢ ~ 1/(2M,) ~ 1/20 = 0.05.
Talloin /1 — 2¢? = 0.9975, eli timén termin approksimointi ykkoselld on varsin
tarkkaa. Kiyttimailld samaa logiikkaa resonanssitaajuuden kaavassa saadaan

Wy = wpy/1 — 2 =~ w,, eli w, ~ w, ~ 4.

Vaihtoehtoisesti vaimennuskertoimen ( arvo voitaisiin ratkaista tarkemminkin
resonanssipiikin korkeuden lausekkeesta, josta saadaan nelioon korottamisen ja
laventamisen jilkeen neljinnen asteen polynomi M?24¢%(1 — 2¢?) = 1, joka voidaan
kirjoittaa toisen asteen polynomina apumuuttujan & = (2 avulla, eli saadaan

M?24£(1 — 2€) = 1. Tistd voidaan ratkaista juuret & ~ 0.4975 ja & ~ 0.00251, joiden
nelidjuurista saadaan vastaavat (; = /&, ~ 0.7053 ja (o = /& ~ 0.0501 (vain
positiiviset arvot, koska ¢ > 0). Vaikka molemmat juuret ovat matemaattisesti jarkevid,
vaimennuskerroin ¢; ~ 0.7053 on niin suuri, etti silld ei synny kuvassa nihtya
resonanssipiikkid, vaan oikea arvo on (; ~ 0.0501 ~ 0.05, joka saatiin ratkaistua jo
aiemmin approksimoimalla \/1—7%2 ~ 1. Vastaavasti resonanssitaajuuden
lausekkeesta voitaisiin ratkaista

Wr

V1-202

mutta tamédkéédn el mainittavasti eroa aiemmasta arviosta w,, ~ 4. (Vahvistuskdyré on itse

~ 4.01,

Wy, =

asiassa piirrety arvoilla w,, = 4 ja ¢ = 0.05.)

4. Selitd kisitteet (Iyhyt kuvaus riittdé, kunhan siitd voidaan todeta, ettid olet ymmaértényt asian)



g P

e &= 0

lag

tilaesityksen linearisointi, (1p)
PID-séddin, (1p)
ei-minimivaiheinen systeemi, (1p)
Nyquistin stabiilisuuslause, (1p)
vahvistus- ja vaihevara, (1p)

vaiheen jittopiiri. (1p)

Ratkaisut:

a.

Linearisointi on menetelma4, jolla kehitetddn epélineaarisesta tilaesityksesta
lineaariapproksimaatio, joka pétee hyvin linearisointipisteen ldheisyydessa.
Linearisointipisteeksi valitaan yleensd tasapainotila, ja linearisoitu tilaesitys kuvaa
muutosta tasapainotilan suhteen.

Sdddin, jossa on kolme erosuureesta riippuvaa termii: staattinen takaisinkytkentd (P),
integroiva termi (I), ja derivoiva termi (D).

. Ei-minimivaiheisella systeemilld on véhintididn yksi nolla oikeassa puolitasossa ja/tai

puhdas viive-elementti. Usein myos stationdérisen tilan vaihe poikkeaa nollasta.

Z = N + P, jossa P on avoimen silmukan oikeassa puolitasossa olevien napojen
lukumaiirid, N kertoo, montako kertaa Nyquistin diagrammi kiertid pisteen (—1,0) (plus
tai miinus riippuen kierroista myoti- tai vastapdividin), ja Z on suljetun jirjestelmin
oikean puolitason napojen maérd. Nyquistin diagrammin pitéi siis kiertdd piste (—1,0)
tasmélleen P kertaa vastapdiviin, jotta suljettu jarjestelma olisi stabiili.

. Vahvistusvara on amplitudisuhteen (< 1) etdisyys kriittisestd arvosta 1 (eli 0 dB) silloin,

kun napakulma saa kriittisen arvon —180 astetta. Vaihevara on systeemin napakulman
(> —180°) etdisyys kriittisestd arvosta —180 astetta silloin, kun amplitudisuhde saa
kriittisen arvon 1 (eli O dB).

Vaiheen jittopiiri pudottaa vaihetta (ja vahvistusta) halutulla alueella, vihentidi
kaistanleveyttd, ja hidastaa samalla suljetun jirjestelmin nopeutta. Voidaan kdyttad
esimerkiksi korkeataajuuksisten hiirididen vaimentamiseen/eliminoimiseen.

5. Tarkastellaan aikadiskreettid systeemid, jota kuvaa differenssiyhtélo

e

a.
b.

d.

y(k+2)+09y(k+1) +0.2y(k) = u(k + 1) + u(k).

Mairitd systeemille tilaesitys. (2p)
Mairitd systeemin pulssinsiirtofunktio. (1p)
Mairitd systeemin navat ja nollat. Onko systeemi stabiili? (1p)

Miiritd systeemin pulssivaste, kun tulosuureena on yksikkopulssi §(k). (2p)

Ratkaisut:



a. Kirjoitetaan differenssiyhtilo askelsiirto-operaattorin ¢ avulla, mistd saadaan
y(k) +0.9qy(k) + 0.2y(k) = qu(k) + u(k).

Siirtdmallad ¢-termit oikealle (muut vasemmalle) ja ottamalla ¢ yhteiseksi tekijéiksi,
saadaan

qlay(k) +0.9y(k) — u(k)] = u(k) — 0.2y(k).
Nyt tilamuuttujiksi voidaan ottaa ne muuttujat, joihin g operoi, eli z1 (k) = y(k) ja
zo(k) = x1(k 4+ 1) 4+ 0.921 (k) — u(k) (huom. qy(k) = x1(k + 1)), ja siten saadaan
zo(k + 1) = u(k) — 0.2z, (k). Saadaan siis
x1(k+1) = zo(k) — 0.92(k) + u(k)
xo(k + 1) = —0.221(k) + u(k)

ja edelleen tilaesitys

x(k+1) = [:8:2 é] x(k) + H u(k)

y(k) = [1 o} x(k).

b. Pulssinsiirtofunktio voidaan joko laskea tilaesityksesti suoraan kaavan avulla, eli
G(z) = C(2I — A)7'B, tai ottamalla z-muunnos differenssiyhtilostd. Kdytetiin tissi
jalkimmadista tapaa, eli z-muuntamalla differenssiyhtilod saadaan (alkuarvot nolliksi)

(22 +0.92+02)Y(2) = (z + 1)U(2),

eli siirtofunktioksi saadaan

U(z) z+41
Y(2) 22+40.92+02

G(z) =

c. Systeemin nollat ovat siirtofunktion osoittajan nollakohdat, eli systeemilld on yksi napa
z = —1. Systeemin navat ovat siirtofunktion nimittdjan nollakohdat (tai tilamatriisin
ominaisarvot), joiksi saadaan ratkaistua tekijoihinjaolla (tai toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavalla) 2% + 0.9z + 0.2 = (2 + 0.5)(z + 0.4), eli navat ovat z = —0.5 ja
z = —0.4. Molemmat navat ovat yksikkdympyrén sisilld (huom. vasemmalla
puolitasolla ei ole merkitysti diskreettiajassa), joten systeemi on asymptoottisesti stabiili.

d. Systeemin yksikkopulssivaste saadaan ottamalla kididnteinen z-muunnos
pulssinsiirtofunktiosta. Jotta siirtofunktio saadaan sopivaan muotoon, jaetaan se ensin

z+1 A N B A(z+04)+ B(z+0.5)
224092402 2405 z+04 224092402 '

Viimeisestd muodosta saadaan yhtdlopari kertoimille A ja B (ne voitaisiin laskea myos
Heavisiden kaavalla)

A+B=1
04A+0.5B=1



Kertomalla alempi yhtél6 kahdella ja vihentdmailld se ylemmastéd saadaan 0.2A4 = —1 eli
A = —5, ja sijoittamalla timi ylempéédn yhtdloon saadaan B = 6. Saadaan siis

z+1 6 ) 651 z 5ol z
g — = 0z — Iz
224092402 2404 z+05 2+ 04 24+0.5

jossa viimeinen muoto on suoraan taulukon avulla muunnettavissa. Nimittdin,

n -muotoisen termin kiinteismuunnos on a*, ja 271114 kertominen vastaan yhden
z+a

askeleen viivistystd. Saadaan siis kidinteismuunnokseksi (ja pulssivasteeksi)

0, k=0
6-0.41—5.051 k=123,...



