ELEC-C1230 Saatotekniikka
Tentti 13.5.2024 Ratkaisut

1. Tarkasteellaan systeemid, jota kuvaa differentiaaliyhtdlo

y(t) + 4y(t) = a(t) + u(?)

Mairitd systeemille tilaesitys. (2p)

g P

Mairitéd systeemin siirtofunktio. (1p)

e

Mairitd systeemin painofunktio. (1p)

&

Piirréd systeemin nolla-napa-kuvio. Miti voit péitelld systeemin kdyttdytymisestd kuvion
perusteella? (2p)

Ratkaisut

a. Johdetaan tilaesitys kiyttden p-tekniikaa (ei ainoa tapa). Siirretddn aluksi kaikki
derivaattatermit vasemmalla ja muut termit oikealle

§t) = at) = ult) — 4y(t)
ja kirjoitetaan yhtilo kdyttden derivointioperaattoria p
pip{y(t); —u()} = u(t) — 4y(?).

Nyt tiloiksi valitaan ne muuttujat, joihin p operoi, eli x4 (t) = y(t) ja

xo(t) = y(t) — u(t) = @1(t) — u(t). Téstd saadaankin tilayhtdls &1 (t) = z2(t) + u(t), ja
lisidksi alkuperiisestd differentiaaliyhtédlostd saadaan

To(t) = u(t) — 4y(t) = u(t) — 4x1(¢). Kirjoittamalla nimi matriisimuotoon saadaan

%(t) = [_04 (1)] x(t) + H u(®)
y(t) = {1 o] x(1)

b. Siirtofunktio voidaan laskea a-kohdan perusteella kaavalla G(s) = C(sI — A)'B, tai
ottamalla Laplace-muunnos alkuperdisestd differentiaaliyhtilosti ja ratkaisemalla

tilaesitys

Y (s)/U(s). Kéytetddn tdssd jalkimmdisté tapaa, josta saadaan

S2Y (s) +4Y (s) = sU(s) + U(s) = G(s) = 58 - :2114'

Sama tulos saadaan my®os kaavalla G(s) = C(sI — A)~'B.

¢. Systeemin painofunktio on siirtofunktion Laplace-kéddnteismuunnos. Siirtofunktio
voidaan muuntaa suoraan taulukoiden avulla, kun kirjoitetaan

s+1 5 1 2

s2+4  s2+ 22 +§s2+22’

josta saadaan taulukoiden avulla painofunktio

o) = £HG(s)} = £ { s } oot { 2 } — cos(21) + %sin(Zt).

52 422 s2 422

G(s) =




d. Systeemin navat ja nollat ovat siirtofunktion nimittédja- ja osoittajapolynomien
nollakohdat. Osoittajapolynomi on s + 1, joten sen nollakohta on s = —1.
Nimittdjapolynomi on s? + 4, jonka nollakohdiksi saadaan s> = —4 eli s = 42j.
Nolla-napa-kuvio nédyttdd siis suunnilleen tilta:

Im

Re

)

Systeemin navat voitaisiin vaihtoehtoisesti laskea tilamatriisin A ominaisarvoista.
Systeemin navat ovat imaginéériakselilla, joten systeemi on marginaalisesti stabiili.
Lisédksi navat ovat imagindérisid, joten systeemin vaste on véarihtelevd (kuten kiy ilmi
my0s painofunktiosta). Systeemin kaikki nollat ovat vasemmassa puolitasossa, joten
systeemi on minimivaiheinen.

2. Modifioitu PID-sdddin voidaan esittdd Laplace-tasossa muodossa

1 TDS
U(s) =K (bY,e -Y —(Ye -Y ——Y .
(5) ( 1) =Y () 4 o Vreg) = V) = 1Ty <s>)
a. Esitd modifioimaton PID-sédddin aika- ja Laplace-tasossa. Médrittele symbolit, ja selitd,
mihin sddtimen eri termien toiminta perustuu. (3p)
b. Mitd modifikaatioita ylld olevassa PID-sddtimessi on kiytetty? Selitd, miksi tillaisia
modifikaatioita kdytettddn. (3p)
Ratkaisut

a. PID-sdddin Laplace- ja aika-tasossa l0ytyy kaavakokoelmasta

t

) = K | res®) =00+ 2 [ rer(r) = o) + T e (6) = o(0)
U(6) = K (Yor(s) = V() + 7= (ug(s) = Y(6) + Tos(Youg(s) = Y(5))

missd K on vahvistus, 7 on integrointiaika, ja T, on derivointiaika (voisi kirjoittaa
my6s vahvistuksilla K; = K/T; ja Kp = KTp, ja merkiti erosuure

e(t) = yres(t) — y(t)). Sddtimessd on kolme termii, suhdesditotermi (P), integroiva
termi (I), ja derivoiva termi (D). Suhdeséétdtermi on staattinen kuvaus erosuureesta
ohjaukseen, eli se muuttuu aina, kun erosuure muuttuu. Intergroiva termi integroi
erosuuretta, ja on jatkuvassa muutostilassa, kunnes erosuure menee nollaan. Integroiva



termi siis poistaa pysyvin poikkeaman erosuureesta. Dervivoiva termi seuraa erosuureen
muutosnopeutta ja tavallaan ennakoi erosuureen muutoksia. Kun erosuure muuttuu,
derivoiva termi yrittdd vastustaa muutosta.

Modifioidussa sdédtimessd on kolme modifikaatiota: suhdesddtotermissi on erosuureen
sijasta bY,.f(s) — Y (s), derivoivassa termissi ei ole Y,.r(s) vaan pelkkd Y (s), ja
derivoivaan termiin on lisétty lag termi

TDS

Tps ~v —D%
D Ths/N”

joissayleensd 0 < b < 1ja N ~ 4 — 10. Kédyttdmalli osittaista referenssia

bY, s suhdesiitotermissd voidaan joskus pehmentii vahvistustermin vaikutusta, jos
referenssi muuttuu dkisti. Derivoivassa termissé kdytetdin pelkkdd 1ahtosuuretta osittain
samasta syystd, eli tdlloin refernssin édkilliset muutokset (esim. askelmuutos) eivéit
aiheuta ongelmia derivoinnissa (askelfunktion derivaattahan rédjahtid askelhetkelld).
Lag-termin lisdédminen pudottaa derivoivan termin vahvistusta korkeilla taajuuksilla,
jolloin termi reagoi pehmedmmin (etenkin korkeataajuisiin) hiiridihin.

3. Olet suunnittelemassa sditidjad prosessille, josta sinulla on tilamalli kdytettdvissd. Paatit

kidyttad takaisinkytkettyd sadtolakia. Referenssisuure saattaa olla nollasta poikkeava. Vastaa

seuraaviin kysymyksiin kdyttdmattd yhtiloiti.

a. Seliti sanallisesti, miten saavutettavuuden ja tarkkailtavuuden kisitteet liittyvét

b.

C.

tilasddtdajan suunnitteluun. (2p)
Selitd sanallisesti, milloin tarvitset ja milloin et tarvitse tilatarkkailijaa. (2p)

Selitd sanallisesti, miten otat suunnittelussa huomioon sen, etti referenssisuure voi olla
nollasta poikkeava. Voit ajatella, ettd se koostuu askelmaisista muutoksista. (2p)

Ratkaisut

a.

Jos systeemi on saavutettava, niin tilasdiddetyn jirjestelmén dynamiikka voidaan
madrittdd mielivaltaisesti (suljetun jérjestelmén navat voidaan asetetella mielivaltaisesti).
Toisaalta, vaikka systeemi ei olisikaan saavutettava, niin on edelleen mahdollista
suunnitella stabiloiva tilasdddin, jos suljetun jirjestelmén navat on mahdollista sijoittaa
vasempaan puolitasoon, eli jos ei-ohjattavat tilat ovat asymptoottisesti stabiileja.

Tarkkailtavuus on analoginen kisite saavutettavuuden kanssa, mutta liittyy
tilatarkkailijan suunnitteluun. Eli jos systeemi on tarkkailtava, niin silloin
estimointivirheen dynamiikka voidaan méadrittdi mielivaltaisesti (vastaavan systeemin
navat voidaan sijoitella mielivaltaisesti). Toisaalta, vaikka systeemi ei olisikaan
tarkkailtava, niin on edelleen mahdollista suunnitella tilatarkkailija, jos systeemin
ei-tarkkailtavat tilat ovat asymptoottisesti stabiileja (eli osaa tiloista voidaan tarkkailla, ja
loput menevit asympttootisesti nollaan).

Tilatakaisinkytkenti on tilan funktio. Jos tila on mitattavissa, se on siditolain
kiytettdvissi ja tarkkailijaa ei tarvita. Jos tilaa ei tunneta (ei voida mitata), niin on
kaytettdva tilatarkkailijaa. Tdlloin sddtolaissa kdytetddn estimoitua tilaa todellisen tilan

sijaan.



c. Etukompensaattorilla voidaan asetettaa sdddetyn jdrjestelmén staattinen vahvistus
(askelvasteelle) referenssistd lihtosuureeseen arvoon 1. T#lloin ldhtosuure seuraa
asymptoottisesti askelmuotoista refenssid. Toinen vaihtoehto on lisdtd sdatdjain
integraattori, joka poistaa pysyvin poikkeaman, ja tdlloinkin 1dhtosuure seuraa
asymptoottisesti askemuotoista referenssid.

4. Tarkastellaan sddtojarjestelmaid, jota kuvaa oheinen lohkokaavio

Sdididin Prosessi
R(s) +f i G(s) Y (s)
jossa prosessia kuvaa siirtofunktio G(s) = . Avoimen jirjestelmén

s34+ 252 425 —4
siirtofunktion (luupinsiirtofunktion) Nyquistin diagrammi on esitetty alla, kun K = 4.

a. Arvioi Nyquistin stabiilisuuslauseen avulla, milld parametrin K arvoilla suljettu
jarjestelmi on stabiili. Perustele vastauksesi. (3p)

b. Verifioi a-kohdan vastauksesi Routhin kaavion avulla. (3p)

Nyquist Diagram
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Ratkaisut

a. Avoimen jirjestelmén siirtofunktio (luupinsiirtofunktio) on

2K
3+ 252425 —4°

G(s)K =

Selvitetddn aluksi Routhin kaavion avulla, montako napaa silld on oikeassa puolitasossa:

53 1 2

52 2 —4

1 Loy

S _512—4’:4 0
1

s —glidl=—4 0



Ensimmaiisessd sarakkeessa on yksi merkinvaihto, joten avoimella jirjestelmélld on yksi
napa oikeassa puolitasossa. Nyquistin diagrammin pitdd siis kiertda piste

(—1,0) kertaalleen vastapdivéin, jotta suljettu jirjestelmé olisi stabiili. Kuvassa
Nyquistin diagrammi kiertédd pisteen (—1, 0) vastapdivdian, mutta ndyttdd myos
leikkaavan sen, joten suljetun jdrjestelmén voidaan arvioida olevan (marginaalisesti)
stabiili, kun K = 4. Tdman lisidksi huomataan, ettd silmukka, joka kiertdd pisteen
(—1,0), leikkaa reaaliakselin myos pisteessd (—2, 0). Niiden leikkauskohtien pitéi olla
pisteen (—1,0) eri puolilla (tai kohdalla), jotta silmukka kiertd4 pisteen

(—1,0) vastapdivddn. Kun parametrin K arvoa pienennetiddn, diagrammin jokainen piste
siirtyy ldhemmaéksi origoa, joten kriittinen parametrin K arvo saavutetaan, kun
diagrammin vasen leikkauskohta reaaliakselin kanssa on pisteessé (—1,0). Koska
leikkauspiste on (—2,0), kun K = 4, leikkauspiste on (—1,0), kun K = 5 = 2. Titen
voidaan arvioida, ettd suljettu jdrjestelmi on stabiili, kun 2 < K < 4.

b. Selvitetdin Routhin kaavion avulla, milld parametrin K arvoilla suljetulla jirjestelmalld
el ole napoja vasemmassa puolitasossa. Suljetun jérjestelmén siirtofunktio on

G(s)K  wpemak 2K

L+ G6)K 1+ ggtgyk 50 +28+ 25— 4+ 2K

Gtot -

jolle saadaan Routhin kaavio:

s3 1 2
52 2 2K — 4
1
s! _§|%2K2—4|:4_K 0
1 _
I BT S

Kaavion ensimmadiseen sarakkeeseen ei tule merkinvaihtoja, kun 4 — K > 0 ja
2K —4>0,elikun K <4ja K > 2, eli suljettu jarjestelmén on stabiili parametrin /'
arvoilla 2 < K < 4, aivan kuten a-kohdassa arvioitiin.

S. Tarkastellaan sditdjirjestelméad, jota kuvaa oheinen lohkokaavio

Sdicidin Prosessi

M) 45 Gl G(s)

1
s+2

1
jossa sidddin on muotoa G(s) = K (1 + T_) ja prosessia kuvaa siirtofunktio G(s) =
s

Viritd sddtimen parametrit K ja I’ siten, ettd 1dhtosuure seuraa askelmaista referenssid
asymptoottisesti, prosentuaalinen ylitys askelvasteelle on korkeintaan 10%, ja suljetun
jarjestelmén ominaistaajuus on 5 rad/s. Suljetun jirjestelmin siirtofunktioon mahdollisesti
syntyvistd nollista ei tarvitse vilittda tdssd yhteydessa. (6p)

Ts+1

Ratkaisu. Lavennetaan sididin muotoon G, (s) = K ja lasketaan suljetun jérjestelmén



siirtofunktio:

Goo(5) = G(s)Ge(s) KTZ(S;E) B K(Ts+1)
PRI 4 G(s)Ge(s) 1+ Kottt Ts(s+2) + K(Ts + 1)
K(Ts+1) 7(Ts+1)

:T82+T(K+2)3+K:s2+(K+2)s+%'

Kyseessi on toisen kertaluvun dynamiikka, jonka nimittdjd voidaan kirjoittaa muodossa
s% + 2w, + w?, jossa ¢ on vaimennussuhde ja w,, on ominaistaajuus. Vertaamalla tiitd suljetun
jarjestelmén siirtofunktion nimittdjdén saadaan yhtilot

Ww, = K +2 K 2w, —2
K _ 2 wa wyy
T n

joista saadaan ratkaistua K ja 7. Ensin pitdd kuitenkin selvittdd sopiva arvo vaimennussuhteelle,
jotta prosentuaalinen ylitys on korkeintaan 10%. Prosentuaalinen ylitys vaimennussuhteen funktiona
on esitettynd kuvaajana kaavakokoelmassa, jonka perusteella voidaan todeta, ettd prosentuaalinen
ylitys on korkeintaa 10%, kun vaimennussuhde on vihintiin ¢ ~ 0.6. Prosentuaalisen ylityksen
kaavasta saataisiin tarkempikin arvio

2> In(10) ’
72 4+ In(10)?

eli vahintddn ¢ ~ 0.5912, mutta ¢ ~ 0.6 on tdsséd yhteydessd riittdvin hyvé likiarvo (kun kerran

suljetun jirjestelmin nollaakaan ei huomioida). Sijoittamalla ¢ = 0.6 ja w,, = 5 ylld oleviin

kaavoihin saadaan parametreille /& ja 7" arvot

K=2(w,—2=2-06-5-2=4, T = = — = (.16.

K 4 4

w2 52 25

Koska vaimennetun toisen kertaluvun systeemin navat ovat vasemmassa puolitasossa, suljettu
jarjestelmé on asymptoottisesti stabiili ndilld parametrien K ja T" arvoilla. Lisidksi suljetun

jarjestelmén staattinen vahvistus on

KE(Ts+1
lim Gy (s) = lim r(Ts+1) =1,
s—0

SH082+(K+2)3+§:

SIx[Sx

eli ldhtosuure seuraa askelmaista referenssii asymptoottisesti (kyseessi on PI-sdidin, joten ndin kdy
kaikilla parametrien K ja 1" arvoilla, joilla suljettu jirjestelmi on asympttootisesti stabiili). Annetut
kriteerit toteutuvat siis parametrien arvoilla X' = 4 jaT' = 0.16 (kun jétetdén suljetun jirjestelmén
nolla huomioimatta; todellisuudessa tilld viritykselld prosentuaalinen ylitys on noin 15%).



