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Aalto-yliopisto E < | Hyvénen/Kinnunen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos V. ‘

Loppukoe 12.8.2013

Mat-1.1040 Matematiikan peruskurssi L4 R_Q_fj\.. ?‘
't/a\)

1. (a) Laske funktion f:[-m, 7] = R 1

-1, -t <t<(,
t) =
1) {1, 0<t<

Fourierin kertoimet f( 1), 7 € Z.
(b) Selosta lyhyesti, miten Fourierin sarja liittyy tason yksikkékiekon Dirichletin ongelman

{Au(w) =0, kun zeR? |z| <1,
u(z) = f(z), kun zeR? |z| =1,
ratkaisemiseen.
2. (a) Miten mésritelld&in Fourierin muunnos ja Fourierin ké#nteismuunnos?
(b) Oletetaan, etté f, g, f, 5 € L}(R"). Naytd, ettd
F9(&) = em)™(F*9)(©)
kaikilla £ € R™.
3. Olkoon 2 C R" avoin ja rajoitettu joukko ja T > 0. Merkitéisin
Qr=0x(0,T) ja Tr=(Qx{t=0})U(62x[0,T)).
Oletetaan, ettd u € C?(Qr) N C(Qr) on ongelman
{%t“- —Au(z)=0, kun ze€ Sy,
u(z) = g(z), kun z € T'p,
ratkaisu joukossa (7, missi ¢ € C(I'7).

(a) Muotoile maksimiperiaate ratkaisulle u joukossa Q7. Pelkka tisméllinen muotoilu riittas,
maksimiperiaatetta ei tarvitse todistaa.
(b) Olkoon f € C(Qr). Todista maksimiperiaatteen avulla, etts ongelmalla
% - Au(z) = f(z), kun z€Qy,
u{z) = g(x), kun z €Iy,

on korkeintaan yksi ratkaisu v € C?(Qr) N C(Q7).

4. Muodosta reuna-arvo-ongelmalle
{ —u'(z) + 3u(z) =1, z € (0,1),
—u'(0) + u(0) =0, /(1) =0,
variaatioformulaatio. Miké on téssé tapauksessa testifunktioavaruus V'?

Hae variaatioformulaation avulla tehtdvin (1) ratkaisulle Galerkin-approksimaatio aliava-
ruudesta

(1)

Vi =span{l,z} C V.
(Riittéd, ettd muodostat Galerkin-approksimaatiota vastaavan madtriisiyhtilon, mutta sinun
ei tarvitse ratkaista sitd.)



5. Kun lampoyhtilén alku- ja reuna-arvo-ongelma

uy (2, 1) = Uge(z, ), (x,t) € (0,1) x [0,00),
u(0,t) = u(1,t) = 0, t € [0,00),
u(z,0) = f(z), z € (0,1),
paikkadiskretoidaan, pasdytéin tavallisen differentiaaliyhtélosysteemin alkuarvo-ongelmaan
Why () = Ap_put(t),  uM0)=f", (2)
kaikilla £ > 0. Tassid f* = [f(z1),..., f(zx)]" ja wh(t) & [u(z1,1),. .., u(zm,t)]T, missd

z; = jh ja b = 1/(m + 1) on hilavakio.

(a) Millainen on differenssimatriisi A}_p, € R™™? (Riittds, ettd muistat tai jirkeilet
rakenteen — todistaa ei tarvitse, mutta toki saa.)

(b) Esitd jokin (jarjellinen) numeerinen menetelmé palkkadlskretmdun ongelman (2) ratkai-
semiseksi. Valitse aika-askeleeksi 8 > 0 ja merkitse vektorilla u! aikahila-arvon u”(ké)
approksimaatiota, missd k = 0,1,2,.

(c) Millé aika-askeleen & > O arvoilla menetelmési on (varmasti) stabiili, eli patee
lim u} =0€ R™ ?
k—00
Perustele vastauksesi.

Vihje 1: Matriisin A%_,, € R™*™ ominaisarvot toteuttavat ehdon 0 > Ay > Ay > -+ >
Vihje 2: Mille tahansa matriisille B € R™*™ pitee

lim B* = 0 ¢ R™*™,
k=00
jos ja vain jos B:n ominaisarvot j,. .., H4m toteuttavat l,uj| <l,j=1,...,m
6. Madaritellddn alkuarvo-ongelmalle
.’B’(t) = f(t! .’L‘(t)), I(O) = Zo, (3)
numeerinen ratkaisumenetelmé
i1 =T + h(11f(t;,2;) = 10f (tj. 25 + Bf (4, 2))),  7=0,1,...,
missi t; = jh ja h > 0. (Voit olettaa, ettd f :RxR—2Rjaz: R - R.)

(a) Osoita, ettd kyseesss on (véhintdin) ensimmdisen kertaluvun menetelma. Toisin sanoen
todista, ettd (3):n tarkka ratkaisu z(t) toteuttaa

z(r + h) = z(1) + h(llf(f, z(7)) — 10f (7 + h,2(1) + hf('r,x('r)))) +0(h?)

olettaen, ettd f on riittavén siled pisteen T > 0 ympéristossé. Miksi menetelmén sano-
taan olevan ensimmiistd kertalukua, vaikka virhetermin O(h?) eksponentti on kaksi?

(b) Sovella menetelmé4 tilanteeseen f (t,z) = Az, missé R 3 A < 0. Mill& askelpituuden

h > 0 arvoilla pétee, ettd

limz; =07
J—}m

Kannattaako titi menetelm#s kayttad kankeiden tehtévien ratkaisemiseen?



