ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 —Ratkaisuja ja kommentteja 1. laskuharjoitustehtéviin

1. Pistevaraukset A ja B sijaitsevat kuvan mukaisesti x- ja y-akseleilla etdisyydelld 2a origosta.

Mihin suuntaan osoittaa sdhkokenttdvektori E pisteessd
(x,¥,2) = (a,a,a), kun varaukset ovat positiivisia ja varaus
A on kaksi kertaa niin suuri kuin varaus B. Positiivisen va-
rauksen synnyttdma sihkokenttd osoittaa poispdin varauk- 7§\a B
sesta, on verrannollinen sen suuruuteen ja heikkenee suh-

teessa etdisyyden neliéon. [ g

Esitd vastauksesi yksikkovektorina. Laske myos kulmat, jot-

ka sdhkokenttd muodostaa x-, y- ja z-akselien kanssa.

Tarkasteltavan kenttidpisteen etdisyysvektori varauksesta A on afuy+uyt+uy)

2auy

ri=afuy+uy+uz)-2auy=al-uy+uy,+uy) r

ja varauksesta B etdisyysvektorionry = a(uy+uy,+uz) —2au, =afuy—uy,+uy).

Koska ndmad etdisyydet ovat yhtdsuuret, kenttien etdisyysvaikutukset ovat samat ja kentdn suuntavektorit
voidaan laskea yhteen suoraan painottamalla varausten suuruudella. Siksi kokonaiskentidn suunta on

2ri+ry=a(-uy+uy+3uy)

jonka yksikkdvektori on

u= 2r;+ro _ 2r;+ro _ —uyx+uy+3u,
[2r1+r2]  V/@2rp+r))-(2r) +r3) V11
Kentdn kulmat akseleihin ndhden ovat 6,0,,0.:
u-ux:c039x:—i, u-uy:cosﬁy:L, u-uzzcosHZ:i
V11 V11 V11

joten kulmat ovat 6 ~ 108°,68, =~ 72°,0, ~ 25°. (Eli kenttéd osoittaa enimmékseen z-suuntaan, mutta silla
on myo6s y-suuntainen komponentti ja samansuuruinen komponentti negatiiviseen x-suuntaan.)

z
2. Katkaistun ympyrasylinterin muotoisen alueen sisélld on sihk6varausta. Varausti- o
heys ei ole tasainen, vaan se on tihedmpé&a akselin 1dhelld ja pienenee nollaan, kun -
tullaan sylinterin pinnalle, seuraavan funktion mukaisesti: o) | 1
p 2
Q(r)zgo(l—(—)) (0<p<b) —
b b
. . . . . Q/QO
missd g on vakio, laadultaan varaus tilavuutta kohti. (Ole tarkkana symboleissa, ;-g
varaustiheys p on eri merkki kuin sylinterikoordinaatti p, joka mittaa pisteen etdi- o6
syyttd z-akselilta.) g;‘r
Laske sylinterin sisédltdma kokonaisvaraus Q. Laske sille myos lukuarvo, kun mitat 02 04 06 08 107"

ovat b=1mm, h=3mmja g =1C/m3.

Kokonaisvaraus saadaan integroimalla varaustiheys sylinterin tilavuuden ylitse (huomaa, esimerkiksi kaa-
vakokoelmasta, ettd sylinterikoordinaatistossa differentiaalinen tilavuusalkio on dV = pdp d¢ dz):

h 2m b ) B2 b2h
7
Q=f9(p,(P,z)dV=fdzfd(pfgop(l—(B) )dpzZﬂth—z—Qo
b 4 2
4 0 0 0

Lukuarvoksi saadaan Q = 4,7nC.



3. Otaniemen maantieteelliset koordinaatit ovat suunnilleen
seuraavat: 60°11’N, 24°50'E. Oleta maapallon siteeksi
6370 km, sijoita sen keskipiste origoon ja pallokoordinaatis-
to oheisen kuvan mukaisesti, jossa x-akseli kulkee nollame-
ridiaanin (Greenwichin pituuspiiri) kautta.

Pohjoisnapa

(a) Kuinka pitkd on matka suoraan etelddn Otaniemesta
Pédivantasaajalle? (Siis maanpintaa pitkin, ei sen l&dpi!)

(b) Singaporen pituuspiiri on 103°50'E. Se on melkein
Pédivintasaajalla, ja oletetaaan ndin tdsséd tehtdvéssa.
Montako kilometrid on Otaniemestd Singaporeen?

Pdivantasaaja .-~

Vihje: Pohdi, miten saat annetuista koordinaateista pallokoordinaatiston kulmat @ ja ¢.

(a) Etdisyys meridiaania pitkin Pdivintasaajalle d on help-
po laskea, se on kaarenpituus, joka on sidteen ja kulman
tulo (kulma on ilmoitettava radiaaneissa). Nyt sdde on
Maapallon sidde R = 6370km ja kulma (60°11’) puoles-
taan 1,05 radiaania, joten matka on

d =1.05-6370km = 6690km

(b) Singaporeen matka on hiukan vaikeampilaskea, koska isoympyra ei kulje pitkin leveys- tai pituuspii-
rejd. Lasketaan se etsimilld kulma, missd Otaniemi ja Singapore nédkyvét origosta (maapallon keski-
pisteestd). Sitd varten tarvitaan pallokoordinaatiston kulmat molemmille paikoille, silld yksikkévek-
tori joka osoittaa origosta ko. suuntaan, on u = u, sinf/ cos¢ +u ,sinfsin¢g +u, cosb.

Koska Otaniemen pohjoinen leveysaste on 60°11' = (60 + 11/60)° ~ 60,183°, on kulma z-akseliin
(pohjoisnapaan) nihden

0o =~ 90° —60,183° = 29,817°= 0,5204 (rad)
Ja atsimuuttinen napakulma on suoraan pituusaste itddnpdin laskettuna:

Qo = (24+50/60)° ~ 24,833°= 0,4334 (rad)

Vastaavasti Singaporen kulmat: koska oletetaan se Pdivédntasaajalle, on g = 90° = /2 radiaania ja sen
atsimuuttikulma ¢s = 103,83° = 1,81 radiaania.

up-us (uzcosbfp +uysinfpcosgo +uysinfgsingp) - (uzcosbs +uy sinfs cos @s +uy, sinfs sin ¢s)
N——r

=0 -1 =1
= sinfgcos@o cos s +sinfp sin o sin s

= sinfp(cos@o cos@s + sin@g sin @s)
= sinfpcos(@o — s)

= sin29,8°cos(24,8° —103,8°)

0,0949

u

Tama4 lukema on siis kosini siitd kulmasta, jossa Otaniemi ja Singapore ndkyvét origosta. Siksi etdisyys
Otaniemestd Singaporeen on

arccos (0,0949) -6370km =~ 9400km

—_———

1,46 (rad)



ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 — Ratkaisuja ja kommentteja 2. laskuharjoitustehtaviin

1. Karteesisen koordinaatiston yksikkdvektorit uy, uy, u, ovat vakiovektoreita, joten ne ovat lihteettomia
(divergenssi = 0) ja pyorteettdomid (roottori = 0).

Mutta entd pallokoordinaatistossa? Yksikkovektorit u,,ug,u, ovat toki vakiopituisia (mééritelmén
mukaisesti pituus = 1), mutta vektorisuunta on paikan funktio (riippuu kulmista 8, ¢). Tutki pallo-
koordinaatiston yksikkévektorien mahdollista ldhteettomyyttd ja pyorteettoémyyttd laskemalla kaikki
asiaan liittyvét divergenssit ja roottorit:
V'ur, Vug, VU(p,
Vxu,, Vxup, qu(p.

Tarkista ettd lopputulos vaikuttaa geometrisesti jarkevalta.

Ratkaisu:

Pallokoordinaatistossa vektorikentén f = fru,+ fyug + f,u,, divergenssi on (kaavakokoelman mukaan)

10 1 0 1 0
V-f=—=—(r’f,) + —(fosinB)| + — fo»
r2 or (f) rsind 00 (fe s ) rsinf a<pf“’
joten yksikkovektorien divergenssit ovat
10 2
Vou, = ——(r?) ==,
=2y () r
Vet = 1 0 (sin@)— cosf)  cotf
¥~ 7sin0 00 “rsind  r '
\Y L 9 1=0
‘U, = —1 =0.
?" rsinf dgp

Kaavakokoelman mukaan pallokoordinaatiston roottori on

u, uyr uyrsinf
1
- o 0 9
Vxf= r2sin@ |97 00 o !
fr rfo (rsind) f,

joten yksikkovektorien roottorit ovat

u, ugr u,rsing
1
Vxu,=— |2 O 9 =0,
"~ y2ging |0r 00 op
1 0 0
u, ugr u,rsing
1 1
Vxuy = - i i i =—-u,,
6 r2sin@ | 9" 06 0 r ¢
0 r 0
u, ugr u,rsing
1
¢ r2sin@ or a0 0y
0 0 rsinf
1 [ 6( ino) 6( ino) cotf 1
= - u,—(rsinf) —uygr—(rsinf) | = u, — —ug.
r2sinf | ' 00 9" or e

Yhteenvetona voimme todeta, ettd u, on pyorteetdn ja u, on ldhteettn, mikd tuntuu jérkevéltd kun
miettii miten u, osoittaa origosta poispdin muttei pyori mihinkdén suuntaa ja u,:n kenttéviivat muo-
dostaa suljettuja silmukoita z-akselin ympéri. (Koordinaattimuunnoksella tai alunperin laskemalla
roottori sylinterikoordinaatistossa saadaan yksinkertaisempi lauseke V x u,, = %uz.)

Yksikkovektori ug ei ole ldhteettn eikd pyorteeton.



2. Laske vektorikentian
f=xu,

vuo yksikkdpallon l4pi ulospéin. Laske siis integraali

@f:ff-nds,
S

missd pinta S on pallo jonka sdde on 1 ja keskipiste on origossa, ja n on timén pinnan ulospéiin osoit-
tava normaalivektori. Laske pintaintegraali kdyttdmattd Gaussin lausetta.

Ratkaisu:
Pallopinnan yli on helpointa integroida pallokoordinaatistossa, joten muutetaan annettu vektorikent-

té f pallokoordinaatistoon. Kaavakokoelman mukaan

x =rsinfcose,
uy = u,sinf cosg +ug cosf cosp —u, sing.
Yksikkopallon pinnalla = 1 ja n = u,, joten integrointipinnalla f-n = sin?6 cos? ¢. Pinta-alkio on
kaavakokoelman mukaan dS = r?sin d6 d¢ missi edelleen r = 1, joten integraaliksi tulee

b3 2n
de:fsinstchosZ(pd(p.
0 0

Ensimmadinen integraali:
T T T 1 4
fsinSHdH = f(l —cos?0)sinf do = / (— cosfO + 3 cos® 0) = 3
0 0 0

Toinen integraali:

2m

2w 1 21 1
fcoszqod(p:5/[1+cos(2(p)]dtp=§ /

0 0 0

=7

1
@+ E sin(2¢)

Lopputulos:
4
(Df = f f-ndS= _71'
S 3

Tatd voisi (tehtdvinannon vastaisesti) laskea paljon helpommin Gaussin lauseen avulla:

4
cpf:ff.ndszf v.de:f 1dV:yksikk6pallontilavuus:?n_
S v v



3. Staattisen +z-suuntaisen pistemdisen sihkodipolin potentiaali on

p cosf

- dmey 12
Olkoon dipolimomentti p valittu siten, ettd p/(4meg) = 1.0Vm?2.

(a) Laske sdahkokenttd E = —V¢ pallokoordinaatistossa.
(b) Esitd sihkokenttd karteesisessa koordinaatista xz-tasossa, eli E(x, z) kun y = 0.

(c) Visualisoi sahkokenttd xz-tasossa. Kenttdkuva voi muodostua erillisistd nuolista tai yhtendisistd
kenttaviivoista. Kentdn amplitudia voi visualisoida vérilld, nuolien pituuksilla tai kenttaviivojen
tiheydelld. Apuna voit kdyttda Matlab, Mathematica, WolframAlpha jne, tai vaihtoehtoisesti voit
laskea kentén riittdvin monessa pisteessi ja sen avulla kdsin hahmottaa miten kentta kayttaytyy
dipolin ympdristossa. (Kdsin piirtdessd kannattaa miettid mitd symmetrioita voi hyodyntda.)

Ratkaisu:

(a) Sahkokenttd pallokoordinaatistossa:

E=_V 0 10 1 0 p [2cos6 +sin0
= — =—UuU,—0—UuUg——0—U, u
LR P T A ’

w | =Eru,+ Eguy

rsinf 0p T 4meg | 13 r3

(b) Kaavakokoelman avulla saadaan vektorikentdn muunnoksella komponentit

Ey =E;sinfcos¢ + Egcosf cos,
Ey = E;sinfsing + Eg cosfsing,
E, =E,cosf — Egsin®.
Tarkastelupiste on xz-tasossa ja valitaan aluksi x > 0 jolloin ¢ =0, sin¢@ = 0 ja cos¢ = 1. Saadaan
siis
p 3sinfcosfH
4meg rd

E,=E;sin0+ Egcosf =

’

2cos’6 —sin?6
E, =E,cosf— Egsinf = P .
47eg r3

Nyt pitdd vield muuntaa r, sinf ja cos@ karteesiseen koordinaatistoon. Kun ¢ = 0, kaavakokoel-
man yleinen koordinaattimuunnos yksinkertaistuu hieman

. . . X
x=rsinfcosg =rsinf = sinf=—
-

y=rsinfsing =0
z
z=rcost = cosf=—
r

r=y/x2+y?+z2=Vx?+22

lopputulos voidaan esittdd muodossa

2 3xz
T 4mey (x2+ 22)5/2'
Ey, =0,
p 2z —x?

“~ ameg (x2+ 22)5/2'

Entd jos x < 0? Silloin cos¢ = —1 ja x = —rsin#, mutta lopputulos ei muutu kun miinusmerkit
kumoavat toisensa sopivasti.



(c) Kuvan piirtdminen onnistuu esim. seuraavalla Mathematica-koodilla

Ex = 83 x z)/(x"2 + z°2)~(5/2);
Ez = (-x"2 + 2 z272)/(x"2 + z~2)~(5/2);

VectorPlot [{Ex, Ez}, {x, -1, 1}, {z, -1, 1}]

VectorPlot [{Ex, Ez}, {x, -1, 1}, {z, -1, 1}, VectorScaling -> "Linear",
VectorColorFunction -> None, VectorPoints -> 15]

StreamPlot [{Ex, Ez}, {x, -1, 1}, {z, -1, 1}]

joka tuottaa seuraavat kuvat
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Ensimmadisesséd kuvassa nuolet osoittavat kentdn suunnan ja viri kentdn amplitudin. Toisessa
kuvassa nuolien pituudet pitdisi olla suoraan verrannolliset kentdn amplitudiin. Kolmannessa
kuvassa on yhtendiset kenttédviivat, mutta Mathematica katkaisee viivat kun ne ovat liian tiheés-
sd. (Oikeasti yhtendiset kenttdviivat kulkevat kaikki dipolin l4pi.)

Naiissd kuvissa vektorisuunta tulee hyvin esille, mutta kentidn amplitudin 1/73-kdyttdytyminen
ei ndy kovin selkedsti.



ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 —Ratkaisuja ja kommentteja 3. laskuharjoitustehtéviin

1. Tutkitaan tdssd tehtdvassda Gaussin lausetta. Tarkastele vektorifunktiota

fr)=r=ru,

joka siis kasvaa verrannollisena etdisyyteen origosta ja osoittaa siitd poispdin.

(a)
(b)

(9]

Laske V-, eli timé&n funktion divergenssi kaikkialla avaruudessa.

Tarkastele b-sédteistd puolipalloa, joka on origokeskinen ja sijaitsee z-akselin positiivisella puolella
(siis alueessa r <b, 0= 0 < n/2).

Laske tdmén funktion vuo kyseisen puolipallon pinnan ldvitse. Laske siis integraali

‘I’zj{f-ndS,
S

missd S on tarkasteltavan puolipallon suljettu pinta jan on
pinnalla oleva, ulospéin osoittava yksikkénormaalivektori.

Toteuttavatko laskelmasi Gaussin lauseen? Toisin sanoen
onko divergenssin integraali puolipallon tilavuuden ylitse
yhtd suuri kuin edellisen kohdan vuo?

(a)

(b)

(©

Pallokoordinaatistossa saadaan, kun vektorifunktiolla f =r = f,u, on vain r-komponentti:

10

192y L0 5
rzar(r r) (r’)=3

10
Vf=——(2%f) = =

r2 or (r*fr) r2 or
eli divergenssi on vakio kaikkialla.

Toki lasku menee kitevisti myds muissakin koordinaatistoissa, esim. karteesisessa, jossa f(r) =r =
f(x,y,2) = xuy + yuy + zu, jolloin

% aﬁ+%—a_x+a_y+a_z—3

V-f(x,y2) = = =
(%%,2) 6x+6y 0z 0x 0y Oz

Lasketaan vuo kahdessa osassa: kaarevan kattopinnan ja pohjan summana ¥ + ¥ . Kaarevalla pin-
nalla ulkonormaali on sdteen suuntainen, joten n = u,, ja funktio on f = bu,

w2 2m /2 P
/2
Vi = f f f-u, r* sinfdfdep=2nb° f sinfdf =2nb| —cosh =2nb>
—— 0
0=00=0 p b? 0
Lattialla pinnan ulkonormaali on kaikkialla suoraan alaspdin, eli n = —u,. Mutta koska xy-tasolla

on z-komponentti nolla, on f = xu , + yu , eiki silld ole z-komponenttia. Silloin ¥, :n vuointegraalin
sisdlld pistetulo f-n = 0 koska ne ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja vuoksi lattian 14pi saadaan
nolla. Lopputulos on ¥ = W = 27b°.

Divergenssin tilavuusintegraali on helppo, koska divergenssi on vakio (V-f = 3), joten tulokseksi tulee
kolme kertaa puolipallon tilavuus:

1 4nb3
/V-de:SV:S-—- Y onb?
2 3
14

mikd on sama kuin vuolaskun tulos.



2. Todista (laskemalla nablaoperaatiot), ettd nollakaavat toteutuvat seuraavissa tapauksissa:

(a) Laske Vg ja edelleen V x (Vg), kun g-funktio on g = p° cos(2¢).
(b) Laske V xh jaedelleen V- (V x h), kun h-funktioonh =u, + ug.

(a) Gradientti sylinterikoordinaatistossa on (nyt g-funktio riippuu vain p:sta ja ¢:std):
_. 03 10 3 _ 2 _ 2 o
Vg=u, o (p°cos29)) +u,, e (p°cos(2¢)) =u,3p” cos(2¢) —u,2p”sin(2¢)
Tédmdin roottori:
1 u, puy u, u,
VxVg=-— a/0p d1d¢p 0/0z | = —=(-6p*sin(2¢) — (—2-3p*sin(2¢))) =0
3p%cos(2p) p-(—2p%sin2p)) 0

Gradientin roottorin pitdisikin olla nolla kaikille skalaarifunktioille.

(b) Tdssd kannattaa huomata, ettd h:n ensimmaéinen termi on vakiovektori u ,, joten sen roottori katoaa.
Toinen termi on uy, jonka roottori laskettiin toisella harjoituskierroksella:

1
Vxh=Vx(u;+up)=Vxu,+Vxuyg=Vxug=-u,
—— r
=0

(nabla (derivointi) on lineaarinen operaatio: summan derivaatta on derivaattojen summa).
Téstd roottorista divergenssi on (roottorifunktiolla on jiljelld vain ¢-komponentti, joten divergens-

sissd on vain yksi termi)
v (1 ) 1 0 (1) 0
—=u = — ==
r %) rsinfop\r

Siis roottorin divergenssi katoaa, kuten pitdisikin.

Toki voi my0s laskea kaiken heti alusta pallokoordinaatistossa, eli ottaa mukaan h-vektorin en-
simmadisen termin, siis vakioyksikkovektorin u,.
Sehdn on

u;=u,cosf —ugsind

Silloin roottori V x u ; on pallokoordinaatistossa:

u; rug rsinfu, rsing
Vx (u,cosf —ugsinf) = 5 0/or 0/00 0/0¢ :u(pz—_[—sinH—(—sinQ)]:O
resin . resin@
cosf —rsinf 0

Eli tosiaankin, u ;:n roottori katoaa.

3. Kuten toisella tehtédvikierroksella opittiin, on origossa sijaitsevan sdhkostaattisen dipolin (jonka dipo-
limomentti osoittaa z-akselin suuntaan) potentiaali ¢pq verrannollinen pallokoordinatistossa esitettyyn

funktioon
cosf

r2
(a) Osoita, etti dipolin potentiaali toteuttaa origon ulkopuolella (r # 0) Laplacen yhtilon VZ¢g = 0.
(b) Kvadrupolin potentiaali ¢, on verrannollinen funktioon
sinf cosf cos ¢
3

Laske tdmédn funktion gradientti ja edelleen gradientista divergenssi. Toteuttaako kvadrupolin po-
tentiaali Laplacen yht&dlén?



(c) Bonustehtivi, ei pakollinen, mutta liséipisteitd hyvisti ratkaisusta luvassa:
Visualisoi sdhkokenttd Ei,, = — V¢, kvadrupolin tasossa (siis xz-tasossa, jossa ¢ = 0ja ¢ = ).

- dipoli - kvadrupoli
'z 2
| (d—0) |
+Q'{d p _Q"”de
_Q + +Q ° :do—Q
! —L=

(a) Suoraviivainen lasku pallokoordinaatistossa:

vz(cose)_ 10,0 (cos@)]+ 1 0 [sin@ 0 (cos@)]+ 1 0° (cos@)
== |r'=

r2 2or | ar\ 72 r2sinf 00 0\ r2 rzsinZHO_(,o2 r2
=0
1 6( 20056) 1 6( sinZB)
= ——|—= + N
r2or r r2sin@ 00 r2
1 (20050) 1 (Zsinecose)
AL r2sin r2
=0
(b) Funktion gradientti on
v (sm@ 00539 COS(p)
r
0 (sinBcosBcosgo) 10 (sin@cos@cosq)) 1 0 (sin@cos@cosq))
=u,— |————[+uy—-— tUuy———— 3
or r3 r a6 r3 rsinf d¢ r
—3sinf cosf cos cos(20) cos —cos0Osin
=ur( 4 (p)+UQ(T(p)+u¢(T(p)

ja tastd divergenssi:

(sin@cos@cosq))
3
10, —Ssinecosﬂcosq))] 1 0. (cos(ZH)cosq))] 1 0 (—cos@sin(p)
=—— — 0 —
r2or d ( ré +\rsin0 a6 > ré T sing op ré

6r~5sinf cosf cos r=5cos@(cotf—6sinf cosH) —r~5cotfcosg

J

=0

Keskimmaisen termin laskemisessa kannattaa hyddynt4 trigonometrisid kaavoja kuten cos? 8 +sin® 6 =
ljacos(20) = cos?0 —sin?0, jolloin voi huomata, etti

= cos®0 — 2 cosOsin® 0 — 3sin” @ cos O = cos 6 (cos” § — 5sin* 0)

. /

00

0
— [sinQ(cos2 0 —sin®0)
e ——

cos(20) 1-6sin’0

Koska Laplacen operaattori on gradientin divergenssi, niin kvadrupolin potentiaali toteuttaa Laplacen
yhtélon (paitsi itse kvadrupolipisteessd r = 0, jossa potentiaali on erittdin singulaarinen).

(c) Kvadrupolin sdhkokenttd on potentiaalin negatiivinen gradientti, joten se saadaan edelld lasketusta
tuloksesta:

3sinfcosf 260 Osi
sinf cos COS(p)_ug(COS( )cosgo)_'_u(p(cos sm(p)

EkV: _V‘kaNur r4 r4

rd



Tama lauseke on xz-tasossa positiivisilla x:n arvoilla (¢ = 0)

(3sin90030) (cos(ZB))
ur —llg

r4 r4

ja sama vektori negatiivisena, jos x < 0, eli ¢ = 7. Tdstd muodosta nikee, ettd kenttd on radiaalinen
(osoittaa poispdin kvadrupolista diagonaalisuunnissa: 6 = 45° ja 135°)

Jos tdssd vaihtaa yksikkdvektorit xz-tasoon, tulee vektorisuunnaksi

((SSinZH—l)cose) ((SCosze—l)sinH)
u_x +uZ

r4 r4

joka on havainnollinen, koska siitd ndkee, ettd kenttd on horisontaalinen (silld ei ole z-komponenttia),
kun sinf = 0 (siis +z-akselin suunnassa) ja kun 5cos?6 = 1 eli § = 63° tai 117°. Ja my6s huomataan,

ettd kenttd on vertikaalinen (vain z-komponentti) silloin, kun 8 = 90° (+x-akselin suunnassa) ja kun
5sin*6 =1 eli 6 =~ 27° tai 153°.

Kannattaa panna merkille erittdin jyrkkd kentdnvoimakkuuden kasvu kvadrupolin ldheisyydessa:

r~—* kainteisen etdisyyden neljds potenssi! Dipolillahan se on r 3.

Kenttavektorifunktio karteesisessa koordinaatistossa on
z(2* —4x?) x (42— x?)

* (x2 +22)"" : (x2 +22)""

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Ratkaisuohjeita ja kommentteja 4. laskuharjoituksiin

C.

Staattinen sahkokenttd ja potentiaali

Kirjoitetaan E = Eyu, + Eyu,, + E,u,. Kaavakokoelman tai oppikirjan Staattiset kentat kaavalla
(2.57) tai (2.58) saadaan laskettua, etta
— w |2y _ 9Bx] _
VxE=u,[2 ay]_o

Roottori on nolla, joten talloin sahkokenttd on pyodrteetdon (= konservatiivinen = energian
sdilyttava), joten se voi olla staattinen sahkokentta.

Yrite muotoa

¢(x,y) = Axy + B,

jossa B on vakio (yksikkd V), toteuttaa Laplacen yhtilon V2¢ = V- (V¢) = 0. Tama on helppo
osoittaa laskemalla Laplacen operaattori kaavakokoelman tai oppikirjan mukaan (2.67). Vakiota
B kaytetdan siten, ettd sen avulla voimme Kkiinnittda tietyn pisteen tai vakiopotentiaalipinnan
haluttuun referenssipotentiaaliin. Usein se valitaan siten, ettd potentiaali on darettomyydessa
nolla, mutta téssa tehtdvassa sellainen valinta ei olisi kovin mielekas.

. . . . . 1.0
Viereinen kuva havainnollistaa  seka

sahkokentdn E ettd sen potentiaalin ¢ = » f
Axy + B. Potentiaalin tapauksessa on . "
piirretty ns. tasapotentiaalipintoja eli kayri3,
joissa potentiaali on vakio. Molempien
piirtdmisessa on kaytetty A = 1 V/m? ja
potentiaalin piirtdmisessa vakiotermia B = 0
V eli koordinaattiakselit on kiinnitetty
referenssipotentiaaliin nolla eli ne on
"maadoitettu”.

(V) E(V/m)

06}

0.4

0.2+

0.2 0.4

Kuvasta huomataan, ettd sdhkokenttdvektori on kohtisuorassa tasapotentiaalipintaa vasten.
Tama johtuu siitd, ettd sahkokenttd potentiaalin negatiivisena gradienttina osoittaa aina
suuntaan, jonne potentiaali pienenee nopeimmin. My6s kentdn voimakkuuden suuruus on
verrannollinen potentiaalin muutosnopeuteen paikan suhteen.

Tyon laskeminen vektorifunktion viivaintegraalista voi olla hyvinkin tyo6lastd, joten sita
kannattaa nyt valttaa. Tarkoituksena onkin hyédyntda edellisen kohdan potentiaalifunktiota ¢ ja
gradienttilausetta (2.70) seuraavasti:



b b b
W=fF-dl=f(—QE)-dl=Qde)-dl=Q[¢(1m,1m)—¢(0m,0m)]

=QA-Im-1m
W:n yksikks on [W] =c-%-1m2 =]

d. Q,A > 0, joten edellisen kohdan lopputuloksesta ndhdaan, ettd W > 0. Tyota tehdaan kentdn
aiheuttamaa voimaa (siis kenttdd) vastaan. Tehty ty6 varastoituu sdhkovarauksen sahkoiseksi
potentiaalienergiaksi.

e. Josvaraus paastettdisiin vapaaksi pisteestd b = (1,1) kentta E kiihdyttaisi varauksen liikkeeseen
voiman F = QE avulla. Varaus kulkisi kenttdviivojen suunnassa kohti pienenpaa potentiaalia ja
potentiaalienergia muuttuisi varauksen liike-energiaksi tai materiaalin vastuksen aiheuttamaksi
lammoksi.

2. Tehtavassa tarkastelleen sahkodipolia, jota kdsitelladn oppikirjan luvussa 3.3.3.

a. p = puy, joten pistetulor-p =ru, -pu, =rpcosé
Edellisessa u, lauseke pallokoordinaatistossa on katsottu kaavakokoelmasta.

Potentiaalin lausekkeeksi tulee

pcosf

¢(r) =

4mer?

eli tdismalleen sama kuin 2. laskuharjoituksen 3. tehtavassa.
b. Tassa p = pu,, joten pistetulor - p = ru, - pu, = rpsiné cos ¢ ja potentiaali voidaan kirjoittaa

psin@ cos @

¢(r) =

4mrer?

Sahkokentta lasketaan E(r) = —V¢(r). Pallokoordinaatiston gradientti loytyy joko
kaavakokoelmasta tai oppikirjan kaava (2.38).

o¢ 19¢ 1 0¢ p .
E(r) = -V¢(r) = —u, - —up-—-—u, ey il (u,2sin 6 cos ¢ —

Ug cos 6 cos ¢ + u, sin <p)

c¢. Tama kohta on ylimdarainen ja siitd voi saada lisdpisteitd. Aluksi sovelletaan osamaaran
derivoimissdantoa ja sen jalkeen tehtdva on suoraviivaista laskemista.

£ = 7 () = Lo ()

4mer3 4re



_V(r-p)r*-V@ )r-p V(r-p) _3r2Vr (r

"p)

v (rr—3p) r6

6 r3

_ V[(xu, + yu, + zu,) - (pyu, + pyu, + p,u,)| i 3r2Vr (r-p)

r3

p

ré

_ V[pxx + pyy + pzz] _ 3ur (rur ’ P) _ PxUy + pyu,, +p.u, _ 3ur (ur ' P)

r3 r4

1
73 [p — 3u, (u;, - p)]

r3

r3

Testataan lopuksi kaavan toimivuutta tehtdvan b-kohtaan. u,. - p = p sin 8 cos ¢, joten

E(r) = -

pp— [pu, —3psinfcospu, ]

Uy

4rrer3

. p
4rrer3

Tuli siis sama lauseke kuin tehtivan b-kohdassa.

[2sin @ cos pu, — cos @ cos @ uy +singu,, |

sin6 cos @ u, + cos 6 cos g uyg — sinp u, — 3sinb cosp u,

3. Alla vasemmalla oleva kuva on piirretty Mathematicalla. Sdhkoékentan kenttdviivat alkavat
positiivisesta varauksesta ja kulkevat siitd poispdin. Lisdksi huomataan, ettd sahkokenttd on
johdepinnalla (y = 0) pinnan normaalin +uy kanssa yhdensuuntainen vektori, koska n x E = 0.
Keltainen vari merkitsee suurempaa kentdnvoimakkuutta ja sininen pienempad. Kenttien
laskeminen ja kuvan piirtdminen perustuvat oppikirjan lukuun 4.6.

Alhaalla oikealla on periaatteellinen kuva tilanteesta, jossa johtava taso on korvattu
peilikuvapisteeseen lisatylla kuvaldhteelld, jonka varaus on -Q. Kuvalahdeperiaate (method of
images) on esitelty oppikirjan kappaleessa 4.6. Ey on siis alkuperdisen varauksen aiheuttama
kenttd ja E; on kuvalahteen aiheuttama kenttd. Kokonaiskenttda merkitdan E, joka on Eo:n ja Ei:n
vektorisumma. (Mieti, miksi voimme summata kentét yhteen.)

SENNAN N R A A
AR P
SNNXNN R A A A A A
AR TP

3N NN NNN N A A A A A a gy E

N wox O % % \ \ A‘ ‘A A ’/4 oA, n

- S~ YRR N A A A A A a vy

< v X X h A A 4 4 4 v v v »

Tl s kO | ]

h -~ ¥ ¥ v T

£ | y =0 tasossa
TSN SSSlSaaal sahkokentta

| & - ° R on pinnan

[ Sy 49 < A SAA N normaalin
¥ ¥ ¥ ¥ F RN NN suuntainen
F ¥ ¥ Y O .

SRR EERE EREREAE SR
-2 -1 0 1 2

x-akseli(1=h)

alkuperainen
varaus

=-h

34
A
\ oo >
I Eo
Q e

I / <

| :

I E; E

I

I

I
[T DA s meeuas s >
I
| \ potentiaali = vakio = 0
I
I
I

& < kuvaldhde alkuperiisen

'Q ! varauksen peilikuvapisteessa
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Kuvaldhteen aiheuttama kenttd E; voidaan laskea hyddyntden "origon siirtoa”, joka on esitetty
oppikirjan kappaleessa 3.3.1.

vektori origosta vektori origosta
pisteeseen x=h,y=h  kuvalihteeseen
E - -Q o = -0 (hux + huy) - (—huy) _ -Q (u +2u )
o — D — -
" 4me,D? 4me, (\/gh)z V5h 20vSmegh? g

. N——r
pisteen x=h,y=h
ja kuvaldhteen
vilinen etiisyys

0.9106 0.1789
Q —Q Q 1 2
E=E,+E = + +ou) = (1 _ ) _
O 4megh? x 20v/5megh? (1 uy) 4meyh? 5/5. U 5v5 Uy
=|Eo| itseisarvo = 0.9280

Vastaus vaikuttaa jarkevaltd, koska E:n suunta vastaa hyvin ylla esitettyjen kuvien mukaista suuntaa
"loivasti alaviistoon oikealle”.

Eli |E| = 0.9280|E,|, joten johdetason ansiosta kenttd on 7,2 % pienempi kuin mita se olisi ilman
johdetasoa.



ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 — Ratkaisuja ja kommentteja 5. laskuharjoitustehtaviin

1. Kompassin neula ndyttdd (magneettiseen) pohjoiseen maapallon staattisen magneettikentidn takia,
mutta muut paikalliset magneettikentdt voivat harhauttaa kompassia ndyttimaan "vdirin”. Lasketaan
tédssd tehtdvissa yksi arvio miten helposti tdima onnistuu tasavirralla.

Kun kompassia pidetddn vaakatasossa, se reagoi mageettikentdn horisontaalikomponenttiin, joka
Helsingissd on noin 15uT. Oletetaan, ettd pitkdssd suorassa johtimessa kulkee tasavirta 5,0 A. Kuin-
ka ldahelle tima johdin pitda tuoda, jotta kompassi kddntyy ndyttimédin suoraan (magneettiseen) ete-
144n? Missd asennossa johtimen pitd4 olla kompassiin ndhden?

Ratkaisu:
Pitkédn suoran virtalangan magneettivuontiheys B on sylinterikoordinaatistossa

pol
B=yyH=——u,,
Ho 27'[p 0

kun virta I on z-akselilla ja kulkee positiiviseen z-suuntaan. Kentédn suunta (uy) on oikean kidden
sormien mukainen, kun peukalo osoittaa virran suuntaan.

Virtalangan magneettikenttd pitdi olla voimakkaampi kuin maan magneettikentdn horisontaalikom-
ponentti Byaa = 15uT, joten

ol ol 4m-1077 5 .54

B= > B => < =
2mp e P 2Bmaa  2m-15-1076 %

=~ 67mm.

Virta pitdd kompassin kohdalla synnyttdé riittdvin voimakkaan etelddn osoittavan magneettikentdn.
Etdisyys kompassista on alle 67 mm ja asento voi esimerkiksi olla jokin seuraavista:

* Virtajohdin on kompassin itdpuolella ja virta kulkee ylospdin.

* Virtajohdin on kompassin ldnsipuolella ja virta kulkee alaspdin.

* Virtajohdin on kompassin yldpuolella ja virta kulkee lanteen.

* Virtajohdin on kompassin alapuolella ja virta kulkee itddn.



2. Johda Biot-Savartin lain avulla seuraava lauseke suoran virtalangan mag-

neettikentille Zp -
1 FARR
quw—(cosﬁa+c030b), 0p ~~~_
47p ~.
. . . . . . 7’ E H
missd kohtisuora etdisyys virtalangasta p ja kentdn suunta u, voidaan I b .
AN ’
esittdd sylinterikoordinaatistossa kun virtalanka on z-akselilla ja virta kul- L’
kee positiiviseen z-suuntaan. 04 .7
7 4
<a

Vinkki: Esitd tarvittava etdisyys p:n ja sopivan kulman 6 avulla. Tee timén jilkeen muuttujanvaihdos

zZp -0y
jolla integraali f .-+ dz saadaan muotoon f -+ de.
Za Gu
Ratkaisu:
Oppikirjan merkinnéilla Biot-Savartin laki on z
Z
I [dcdxup b
Can)e D2 p 4 xu
7@ D
missi integraali on nyt z-akselia pitkin eli dc¢’ = u, dz integroimisrajoilla Je 1 0 0
zg4 ja zp. Oheisen suorakulmaisen kolmion ja vektorisuuntien avulla saa- ¢ ()
daan
dc' xup =u,sinfdz, D:,L, Zg
sinf
joten
I fu,sinfddz I i
=— Ld ——=Uy 2fsingedz.
47'[Z p?/sin“6 4mp

a

Nyt integraali ndyttdd melko yksinkertaiselta, mutta miten funktio 6:sta integroidaan z:n suhteen?
Olkoon kenttépiste xy-tasossa (z = 0) jolloin ldhdepiste (dc’) on z-akselin kohdassa —z, kun oletetaan
ettd 6 < /2. Talloin

P
V P dz _ p P
- tand=— = z=-pcotl, —=—— = dz= dae.
“ > -z P df  sin’0 sin?6

Enté jos 8 > 7/2? Silloin saadaan positiivinen z, mutta kolmio "kd4ntyy” ja kolmion sisdinen kulma
on 7 — 0 ja tan(mr — 0) = —tan®, joten lopputulos on tdsmaélleen sama.

Alkuperdisen piirroksen avulla voimme péitelld uusiksi integroimisrajoiksi 6, ja 7 — 65, joten inte-
graali yksinkertaistuu huomattavasti ja saamme haetun lopputuloksen

7'[—9[,

1 I I
quwﬁ f sianBzu(pm —cos(Jr—Bb)+cost9a]=u¢m(cos9a+coseb).
64



3. Virtasilmukka synnyttda magneettikentén, joka kaukana on kuin magneettisen dipolin kentt4. Verra-
taan kuitenkin kahden virtasilmukan kenttda silmukan keskipisteessa.

(a) Laske nelibnmuotoisen virtasilmukan magneettikenttd H; sen keskipisteessd. Nelion sivu on a.

(b) Laske r-siteisen ympyranmuotoisen virtasilmukan magneettikenttdd H, silmukan keskipistees-
sd.

(c) Miten muoto vaikuttaa: jos silmukoissa kulkee sama tasavirta [ ja niiden pinta-ala S on sama,
kumman magneettikenttd on suurempi?

(Tassd tapauksessa silmukoilla on sama magneettinen momentti ja sen takia kaukana saadaan
sama kentta vaikka kenttd silmukoiden ldhelld ovat erilaiset.)

Ratkaisu:
(a) Olkoon virtasilmukka xy-tasossa kuten kuvassa. Edellisen tehtdvin Y
kaavan avulla saadaan silmukan keskipisteeseen kentédn
H;=4H=4 (cos45° + cosa5°) 12v2 H 2 41
=4H=4|u,——(cos cos =u .
! “4mal2 “ na 'O a2 X
Tédssd H on kuvaan merkityn yhden sivun tuottama magneettikentta 45°
ja symmetrian vuoksi koko silmukan kenttd on 4H, kun tarkastelu-
piste on nelion keskipiste.

(b) Olkoon virtasilmukka xy-tasossa kuten kuvassa. Nyt Biot—Savartin Y
lain g
c' xu
i, = L § 4 xu0
Aan J. D?

soveltaminen on helppoa, koska D = r = vakio, up = —u, ja dc' =
u,, r dg. Saadaan siis

2n
I d 1
H, = fuzr P _ f
an r2 4
0

0

Tdmd kaava 16ytyy toki my6s valmiina oppikirjasta.

2 ja silloin

VT

(c) Nelion pinta-ala on a? ja ympyran 2. Nama ovat yhti suuret kun r =

Hy 12vy22r 4y2

H ma I ay%

~1,0159,

eli nelion keskelld on 1,6% isompi kentta.



ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 — Ratkaisuja ja kommentteja 6. laskuharjoitustehtaviin

1. Oheisen kuvan mukaan piirin ldpi kul-
keva magneettivuo muuttuu, ja B(#) in- L
dusoi sitd ympéar6ivddn piiriin sihkémo-
torisen voiman, joka saa lamput A ja B B
palamaan. Kun kytkin suljetaan, tilanne A® X X X ®B \X(
muuttuu. Kerro perustellen, mitd lampuil -
le tapahtuu kytkimen sulkemisen jalkeen.

Ratkaisu:

Kun kytkin suljetaan, virta, joka on kiertdnyt lamppujen kautta, jakautuu uudella tavalla. Magneetti-
vuon oikealla puolella se 16ytdd helpomman tien kytkimen kautta (kuin lampun B vastuksen kautta).
Siksi lampun B ylitse jd4 nollajdnnite, eli sen kautta ei kulje virtaa. Siis B-lamppu sammuu.

Mutta virta kiertdd yha lampun A kautta, koska sdhkémotorinen voima ei ole kadonnut minnekaan.
Ja koska tdssd uudessa piirissd on pienempi vastus (vain lamppu A) kuin alkuperdisessi (jossa oli
sarjassa A ja B), niin virta on suurempi, ja A-lamppu palaa siksi kirkkaammin kytkimen sulkemisen
jdlkeen kuin sitd ennen.



2. Tyhjiossd etenee ja virdhtelee kulmataajuudella w sihkdmagneettinen aalto, jonka sdhkdkenttafunk-
tio on
E(r, 1) = uyEy cos(ax) cos(wt — bz)

Kenttdvektori siis osoittaa kaikkialla +y-suuntaan ja sen huippuarvo on Ey, yksikoltdan V/m.
(a) Miki ehto tulee (reaalisille) vakioille a ja b, jotta kenttd toteuttaa aaltoyhtdlon tyhjiossa (o, po),
jossa ei ole ldhteitd (p =0jaJ=0).

(b) Hahmottele kuva sihkdkentdstd xz-tasossa hetkilld t = 0 ja wt = n/2, kun b = 2a. (Siis kuvaa
E-vektorin y-komponentti.)

(c) Tarkastele kentédn vaihtelua x:n, z:n ja t:n funktiona. Miten kenttd kéyttaytyy paikan suhteen,
kun aika kulkee eteenpdin?

Ratkaisu:

(a) Aaltoyhtdl6 johdettiin luennolla Maxwellin yhtéloista (toki 16ytyy kirjastakin), ja tyhjiéssd ilman

lahteitd se on 5

0
2 _
V7E(r, £) — toéo —6t2E(r, =0

Koska sdhkokenttéd on kaikkialla vakiosuuntainen, E(r, ) = uy E) (r, £), yhtélo yksinkertaistuu ska-

laariseksi: 5

ar?
Ensimmadinen termi sisdltdd paikkaderivaatat x:n ja z:n suhteen (miksi muuten y-derivointi jaa
pois?):

VZEy(r, ) — tlo€o=— Ey(r, 1) =0

2 . 62
0x2  0z?

= —a” cos(ax) cos(wt — bz) + cos(ax)( - (b)) cos(wt — bz)

v? ( cos(ax)cos(wt — bz)) = ( ) cos(ax)cos(wt—bz)

= —(a® + b?) cos(ax) cos(wt — bz)

(--- kosinin toinen derivaatta on miinus kosini - - -)
Toinen termi vaatii kaksinkertaisen derivaatan ajan suhteen, joka on yksinkertaisesti

2
FT ( cos(ax)cos(wt — bz)) = —w? cos(ax) cos(wt — bz)
Summa summarum: jotta aaltoyhtild pitisi tdlle kentille, tulee olla

a’+ b’ = posowz

(b) Kentdn lausekkeet ovat, kun b = 2a, tarkasteltavilla hetkill4:

Ey(wt=0) . Eylwt=m/2)
——— =cos(bx/2)cos(bz) ja ————— =cos(bx/2)cos(n/2—bz)
Ey Ey —

sin(bz)




(c) Kentdn jakautuma on sininmuotoinen seké z- ettd x-suunnissa. Ajan kasvaessa aaltojen huiput
etenevdt +z-suuntaan (tietylld x-arvolla funktion cos(w? — bz) mukaan). Vasemmanpuoleisen
kuvan z-riippuvuus on cos(bz) ja oikeanpuoleinen cos(/2 — bz) = sin(bz), misti ndkee etti vai-
heen maksimi (joka kosinilla on nollassa ja sinilld 7/2:ssa) kulkee positiivisen z:n suuntaan.

Sen sijaan x-suunnassa vastaavaa etenevid liikettd ei ole: siniaalto vain "pulppuilee"edestakaisin:
cos(ax) cos(wt). Voi sanoa, ettd aalto etenee z-suuntaan, mutta on "seisova aalto"x-suunnassa.

Ohessa vield kuva, jossa kenttd on kolmella ajanhekelld: wt = 0 (oranssi), wt = n/4 (sininen),
wt = /2 (vihred), ja josta voi ehkd huomata aallon etenemisen +z-suuntaan.

Tdama4 on piirretty Mathematica-komennolla

Plot3D[ {Cos[x/2] Cos[-z], Cos[x/2] Cos[n/4-z],Cos[x/2] Cos[mm/2-2]}, {xy, -2y 27}, {2, O, 4 1},
Ticks - {{-2m, -7, @, 7, 27}, {@, 7, 2, 3, 47}, {-1, @, 1}}, AxeslLabel » {bx, bz ""},
LabelStyle —» Directive[Bold, 14]]



3. Tarkastele seuraavaksi johtavassa homogeenisessa aineessa vaikuttavaa ajasta riippuvaa sahkdmag-
neettista kenttdd, jonka sihko- ja magneettikenttdfunktiot ovat

E(r, 1) =u,Eye **cos(wt — Bz)
H(r, 1) =uye” % (H, cos(wt — fz) + Hrsin(wt - fz))

Aineen parametrit ovat permittiivisyys €, permeabiilisuus y ja johtavuus o.

(a) Laske kenttdsuhteet H;/Ey ja H»/Ey kédyttden Faradayn lakia.

(b) Mitka ehdot tulevat (reaalisille) vakioille & ja B, jotta kenttd toteuttaa Maxwellin yhtalot (siis
yhtélot (1.163)-(1.166) dynaamisten kenttien kirjassa)?

(c) Hahmottele kuva sdihkokentédstéd xz-tasossa hetkilld t = 0ja wt = /2, kun = 10a.

(d) Miten tama kenttd eroaa luonteeltaan edellisen tehtiavan kentasta?

Ratkaisu:

(a) Faradayn laki (nyton B = uH)
OH(r, 1)

ot

Sdhkokentdn roottori on (tdssd tapauksessa jiljelle jdd vain derivointi z:n suhteen)

VxE(r, 1) =—u

0
V x (uxEoe_“z cos(wt— ,BZ)) =% (uxEoe_az cos(wt— ,Bz))

=uyEy (—ae”*cos(wt — fz) + fe”sin(wt - fz))

—(XZ(

=uyEpe” % (—acos(wt — fz) + B sin(wt — fz))

Toisaalta saadaan

0 0 -az .
_ﬂEH(r, f) = oy (uye (Hicos(wt — fz) + Hysin(wt — ,Bz)))

= —uype” “ (—wH sin(wt — fz) + wH, cos(wt — fz))

= +u,wpe” " (H; sin(wt - fz) — Hy cos(wt — fz))
Kun néistd pannaan sini- ja kosinitermit yhtdsuuriksi, saadaan
—aEy=-wuH, ja PEy=wpH
Siispa halutut kenttdsuhteet ovat
H pf . H «a
Ey owp Ey wp
(b) Maxwellin yhtdloistd on Faradayn laki jo toteutettuna. Siirrytdan divergenssiyhtél6ihin.

Ensim magneettikentdt: V- B = 0 tarkoittaa, ettd myds magneettikentdn H tulee olla divergens-
siton, koska B = yH ja p on vakio. Tamdhén pitee, silld magneettikenttd on y-suuntainen mutta
riippuu paikkakoordinaateista vain z:sta.

0
V-H(z, 1) = —uz-uyHy(z,1) =0
OZH,_/

=0
Seuraavaksi Gaussin laki V- D = p. T4té varten pitda selvittdd, mitd on varaustiheys p.

Sitd varten tarkastellaan virrantiheyttd, joka tdhin johtavaan aineeseen syntyy, kun siihen vai-
kuttaa sdhkokenttd. Virrantiheyden ja varaustiheyden valilld on jatkuvuusyhtild, joka saadaan,



kun otetaan divergenssi Ampéren laista, joka sisdltdd siirrovirran (V x H=J+0D/0t). Koska root-
torin divergenssi katoaa, on oikean puolenkin divergenssin oltava nolla. Siis

69_

-_V.
ot J

v-(]+6—D)—0 = 2(V-D)——V-I eli
or) ot B !

Aineessa oleva sdhkoévirrantiheys on verrannollinen Ohmin lain mukaan sdahkodkenttddn (J =
oE), joten J on x-suuntainen mutta riippuu vain z:sta (ja toki ajasta). Siis saman argumen-
tin perusteella kuin ylld magneettikentidn divergenssittomyyden kohdalla voidaan péitelld, ettd
V-J=0.

Siis dp/dt = 0, joten kentti ei synnyti varaustiheytti.! Divergenssi katoaa jilleen:

0
V-D=€eV-E(z,t)=—u;-u Ex(z,1)=0
62\—v—’
=0

Jéljelle jaa Amperen laki V x H = J + € E/0t. Lasketaan termit erikseen. Kaytetdan hyvéksi (a)-
kohdan tulosta ja kirjoitetaan magneettikenttd Ey:n avulla:

H(r, 1) =uye” % (H, cos(wt — fz) + Hsin(wt — fz))
= uyj—Ze“Z (Beos(wt — Bz) + asin(wr— fz))
V xH(r, t) =u, x uyiHy(z, 1)
0z
=— uxf—; [(—a)e_“z (Beos(wt — Bz) + asin(wt — fz))
+e 9% (ﬁz sin(wt — fz) —apf cos(wt — fz)) ]

:uxj—:te_“z (2afcos(wt - Bz) + (@ — B sin(wt — Bz))

Virrantiheystermi J syntyy johtavuudesta:
J(r, ) = oE(r, 1) =uyo Ege” **cos(wt — fz)

Ja lopuksi siirrosvirtatermi:

az

EOE(r, 1)
ot

=u,eEpe 3 (wt—Pz)
=uyebpe atcos z

a

= —u,weEye “sin(wt — fz)

Kun ndmai kolme termid yhdistetdan (V x H =]+ ¢ dE/d¢) ja erotetaan sinien ja kosinien kertoi-
met, saadaan seuraavat kaksi ehtoa:2

{ 2ap

ﬁZ_a2

wyo

n
e ()

lyhtils dp/at = 0 sallii kylld staattisen varaustiheyden pg (sellaisen joka ei riipu ajasta), mutta staattiset varaukset (kuten myos-
kédén staattinen magneettikenttd) eivdt vuorovaikuta tdssd dynaamisessa tilanteessa.

2Naisti ehdoista voi tietysti ratkaista parametrit a ja § eksplisiittisesti materiavakioiden &, 1, o ja kulmataajuuden w funktiona.
Tuloksena pitkid nelidjuurilausekkeita.



(c) Kentdn lausekkeet ovat, kun 8 = 10«, tarkasteltavilla hetkilla:

Ei(wt=0 Ei(lwt=m/2
x(a)—) - e_Z/lo cos(ﬂz) ]'a M —

e #10¢cos(rr/2 -
Fo Fo gosti2 - p2)

sin(bz)

(d) Tama aalto riippuu vain yhdestd paikkakoordinaatista, z:sta. Eli se on aina, kullakin hetkelld
vakio, kun z on vakio, esim. x y-tasossa. Sitd voi kutsua tasoaalloksi (mité ei voi sanoa edellisen
tehtdvin kentistd, joka annetulla z = vakio-tasolla vaihteli sininmuotoisesti x:n suhteen.
Tdmén 3-tehtdvin kentdn kdyttdytyminen z:n suhteen on kahdenlaista. Ensinnékin, kuten 2-
tehtdvin kenttd, sen vaihe kulkee positiiviseen z-akselin suuntaan (parametrin f maiaraamaa
vauhtia). Mutta se myds vaimenee edetessdédn (kun z kasvaa), kuten kuvasta nakyy. Vaimenemi-
sen voimakkuuden madrda a-parametri. Kyseessd on vaimeneva tasoaalto.

Kannattaa huomata, ettd aineen johtavuus ¢ aiheuttaa vaimenemisen. Nimittdin kaavojen (!!!)
mukaan rajatapauksessa o = 0 ratkaisuksi tulee a = 0 (ja télloin etenemiskerroin on f = w,/ué).

Ja vield taas kuva, jossa kenttd on kolmella ajanhekelld: w¢ = 0 (oranssi), wt = n/4 (sininen),
wt = /2 (vihred). Timakin aalto, vaimeneva, etenee +z-suuntaan.

Mathematica-komento:

Plot3D[ {Exp[-z /18] Cos[-z], Exp[-z/18] Cos[n/4-z], Exp[-z/1R] Cos[m/2-2]}, {x, -2m, 27}, {z, 0, &4},
Ticks » {{-2m, -m, @, 7, 27}, {0, 7, 27, 37, 4m, 57}, {-1,0, 1}}, AxesLabel » {bx, bz""},
LabelStyle - Directive[Bold, 14], PlotPoints » 108, PlotRange —» {-1, 1}]
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1. (a) Laske z? ja y/z tarkasti kompleksiluvulle z = —1 + jv/3. Esité sievennetyt lopputulokset reaali-
ja imaginaariosien avulla ilman liukulukuja tai trigonometrisia funktiota. (Vastauksessa saa toki
olla kokonaislukujen nelidjuuria.)

(b) Mitd voit paitelld kompleksivektorien a ja b reaali- ja imaginaariosista, josa-a=0jab xb* = 0?
(Oletetaan ettd kumpikaan vektori ei ole nolla.)

Ratkaisu:

(a) Neli6 on helppo laskea kertomalla kompleksiluku itsensid kanssa:

2= (-1+jv3)(-1+jv3)=1- j2v3-3=-2- j2V3

Nelidjuuren voi laskea ratkaisemalla a, b yhtilosti \/z = \/—1+ jv/3 = a+ jb, tai ehki helpom-
min napakoordinaattiesityksen avulla:

Im
2
1A=z (vE) =2 ] /3
z=|zle!?, ' vz
Vi o N2t
¢ = arctan — = — . '
-1 3 ! '
31 (172 - o . —2 : : Re
\/E=(2ef” ) =v2el” :\/Z(cos—+jsin—) -1 1
3 3 7
1 V3| 1 3
=V2|-+j—|=—=+jy/=
PR V- ARA

Huom: Laskin (tai matematiikkaohjelmisto) antaa
arctan (—v/3) = —/3 = —60°, mutta timi selvisti ei ole
oikea arkustangentin haara (ks. kuva). Tangenttifunktio
on nr-periodinen joten laskimen antamaan kulmaan
pitdd tarvittaessa lisdtd (tai vdhentdd) m, jotta saadaan o T T T T T -2V3
oikea tulos.

(b) Lasketaan auki:

. . . 2 2 .
a-a=(a;+ jai)-(ar+ jaj) =a,-ar + j2a,-aj—a;-a; = |a;|° — |aj|” + j2ai-a, =0

< lal=laj ja a;-a;=0

bXb*=(br+jbi)><(br—jbi)ZbrXbr—jbrxbi+jbiXbr+bi><bi=—2jbr><bi=0
0 0
<> brXbIZO

Vektorin a reaali- ja imaginaariosat ovat samanpituiset ja kohtisuorassa toisiaan vastaan. Vekto-
rin b reaali- ja imaginaariosa ovat yhdensuuntaiset.

[Vastaaville aikaharmonisille vektoreille a(#) ja b(f) voidaan paitelld, ettd ajan funktiona vekto-
rin a(t) kérki piirtdd ympyraa ja vektorin b(¢) kdrki piirtdd edestakaista janaa. Ensi viikon taso-
aalloille tdma liittyy vahvasti ympyrapolarisaatioon ja lineaariseen polarisaatioon.]



2. (a) Esitd aikaharmonista jannitetta
u(t) = Uy [cos(wt) +sin(wt +m/3)], Up=5,0V, f=105kHz

vastaava kompleksinen jdnnite
U=U.+jU;=|U|e?.
Laske siis kompleksisen jannitteen reaaliosa, imaginaariosa, itseisarvo ja vaihekulma.

(b) Esitd kompleksista sihkokenttdvektoria
E = Ep(ux—uy + j2u,) e /%

vastaava ajasta riippuva aikaharmoninen kentté E(¢). Millaisen kdyran sdhkokenttdvektorin kér-
ki piirtda ajan funktiona kun z = 0? Piirrd kuva ja selvitd mahdollinen kiertosuunta. (Vakiot E ja
k ovat reaalisia ja niiden yksikét ovat V/m jarad/m.)

Ratkaisu:

(a) Tapa 1: Luennolla kdsiteltyjen muunnosesimerkkien avulla muunnetaan kahdessa osassa

uy (t) = Upcos(wt) — U =Up

Us(t) = Upsin(wt +m/3) «—— U =—jUpel™®

lasketaan auki reaaliosa ja imaginaariosa
. 1 3
U=U+Uy=Uy— jUpe™3 = Uo—on(COSg+jSin%) = Uo—on(E“‘J’g)

= UO(1+§)—]'% = (9,3—j2,5)V

ja muunnetaan napakoordinaattimuotoon

2
3 1\?
|U|=\/U3+U12:U0J (1+§) +(_E) =Up\/2+V3=9,7V

-1 )_ T 15°
2+3

U=Uy\/2+V3e "2 = 97V/-15°.

Tapa 2: Muunnos kompleksimuodosta aikaharmoniseen muotoon on aina suoraviivaista. Kir-
joitetaan auki ja hyddynnetdin kosinin summakaavaa:

Ui
¢ = arctan — = arctan
Ur

u(t) = Re{IUl ej‘pej‘”t} =|U|cos(wt+¢) = U] [cos(w?) cos(¢p) — sin(w?) sin(¢) ]

Kirjoitetaan auki annettu u(f) sinin summakaavan avulla:
. n 7 V3 1
u(t) =Uy [cos(w t) +sin(wt) cos § +cos(wt)sin g] =Up |1+ 7 cos(wt) + E sin(wt)

~——
1/2 V3/2

Vertaamalla néitd saamme kaksi yhtdl6d mistd tuntemattomat |U| ja ¢ ratkeavat
1 tand -1/2 -1

i = —— angey = =

Ulsing ==5Uo 1+v3/2 2+V3

= 2 2
|UI* = |UJ? (sin® ¢ + cos® p) = [(—%) + (1+\/7§)

|U|cos¢ = (1+§) Uy

Jatkamalla tédstd saadaan selvisti sama tulos kuin yll&.



(b) Aikaharmoninen kenttd on

E(1) = Re { Ey (1, — uy + j2u,) e /¥e/7}

= EgRe{(uy —uy + j2u,) [cos(wt — kz) + jsin(wt — kz)]

= Eo (ux —uy) cos(wt — kz) —2Eguy sin(wt — kz)

=uyEp[cos(wt - kz) —2sin(wt — kz)] —uy, Egcos(wt — kz)

Kun z = 0 tdma yksinkertaistuu muotoon

E(1) =uyEp [cos(wt) —2sin(wt)] —uy Ep cos(wt)

ja sdhkokenttavektorin kérki piirtdd seuraavan ellipsin x y-tasossa. Kiertosuunta on kuvassa myo-

tdpdivaan.

wr=m 1

Ey
Ey

wt=m/2

\

wt=3m/2

wt=0

Ey

Ey



3. Tarkastellaan viime viikolta tuttua aikaharmonista sahkokenttdd, jota nyt esitetddn kompleksivekto-
rilla
E =u,Ejcos(ax) e iz, a+b*=k*= wzposg.

Tarkasteltava alue on tyhjio (uo, €o) jossa ei ole ldhteitd (o =0, J = 0).

(a) Laske magneettikenttd H kompleksivektorimuodossa.

(b) Laske kompleksinen Poyntingin vektori S ja tehotiheyden aikakeskiarvo. Miten tehovirtauksen
suunta tdsmaad viime viikon tulosten kanssa?

Ratkaisu:
(a) Faradayn laki kompleksivektorimuodossa tyhjiossa
VxE=—-jwB=-jowuH

antaa magneettikentaksi

; . juxy uwy, u ;
] ] ax Y az ] 0Ey, 0E,
H= - VxE=—2_|2 o 2/=—" |yt u—7*
W wHo | E, 0 Wl o0x 0z

- u,(—a)Eysin(ax)e /P? —u;(—jb)Eg cos(ax)e_jbz]
wWHo

_ fo [, (~b) cos(ax) +u,(—ja)sin(ax)] e /7=,
WHo

(b) Kompleksinen Poyntingin vektori on

1 1 . E*
S=-ExH"=-u,E cos(ax)e /0% x =9 [ux(—b) cos(ax) +u (+ja)sin(ax)] e
2 2 wlp
_|Ey?

 2who

+jbz

uy x uy(=b) cos®(ax) + uy x Uz (+ja)cos(ax)sin(ax)
—_—— —_—— —

—u, +uy 1sin(2ax)

b|E,|* _alEl?
=u, Cosz(ax) + juy
2w o 4wpo

sin(2ax).

Tehotiheyden aikakeskiarvo on timén reaaliosa

b|Ey|?
u; 2' ol Cosz(ax).

wHo

Viime viikolla [tehtdvdssd 6.2(c)] todettiin ettd kenttd (tai ehkd tarkemmin kentén vaihe) etenee
+z suuntaan ja nyt on osoitettu ettd teho virtaa samaan suuntaan, mika kuullostaa fysikaalisesti
hyvin jarkevalta.

Viime viikon tulos ettd x-suunnassa on ”seisova aalto” ndkyy nyt silld tavalla, ettd x-suuntaan
ei keskimdidirin virtaa tehoa. Tehotiheyden aikakeskiarvo tai etenevéa tehotiheys riippuu toki x-
koordinaatista kun sdhkokenttd riippuu x-koordinaatista, ja se ei varmaan ole kovin suuri yllatys
ettd tdma etenevi tehotiheys on (ainakin tdssd tapauksessa) verrannollinen sdhkokentén itsei-
sarvon neli6on.
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1. Tasoaalto etenee tyhjiossa. Tasoaallon sdhkdkentdan kompleksivektoriesitys on
E=u,Ee/® 9  E=12Y g=27%4

(a) Maddritd tasoaallon etenemissuunta, aaltoluku ja aallonpituus.
(b) Laske tasoaallon magneettikentdn kompleksivektoriesitys.

(c) Laske tasoaallon kompleksinen Poyntingin vektori ja etenevé tehotiheys.

Ratkaisu:
(a) Selvitetddn ensin tasoaallon aaltovektori k
E= uZEOej(Zx—y)a — uZEOe—j(—Zax+ay) — uZEOe—j(kxchyy) = k=-2au,+ au,

Etenemissuunta uy, aaltoluku k ja aallonpituus A ovat

k _ auy—2auy _uy—2ux

up=—-= = ,
T V(-2a)? + a? V5

k=kl=av5~60%2d,

27
A=—=10cm.
k

(b) Magneettikentén voilaskea Faradayn lain avulla, tai vield helpommin vastaavalla tasoaaltoyhta-
16114 (tasoaalloille voidaan Maxwellin yhtdldissd korvata V — — jk):

kxE=owuoH
= H=—uxE= R :/;ux' x u,Egel ®¥=1a = & :L/;uy £ el@x=ya
wHo wlo wHo
_ uy +2uy HOej(Zx—y)a, Hy = kEy _ @ ~ 321%;
V5 who Mo
(c) Kompleksinen Poyntingin vektori on

2
S — lE X H* — lquOe](zx_y)a X Lzuy@e_](zx_y)a — lly_—zuxi
2 2 V5 1o V5 210

joka tdssd tapauksessa on reaalinen, joten keskiméirdinen eteneva tehotiheys = hetkellinen te-
hotiheys = E(Z)/(Zno) ~ 0,19W/m? ja energia virtaa S:n suuntaan eli suuntaan uy.



2. Oikeakitisesti ympyrépolarisoitunut tasoaalto etenee tyhjidssa suuntaan (uy+u;)/+v/2. Aallon taajuus
on 97 MHz ja magneettikentdn amplitudi on 57A/m. Olkoon sdhkokenttd +y-suuntainen origossa
ajanhetkelld wt = 0.

Kirjoita lauseke aallon kompleksiselle sdhkdkenttdvektorille. (Esitd lauseke symbolisessa muodossa
sopivilla vakioilla ja laske vakioiden lukuarvot ja yksikot.)

Ratkaisu:
Haetaan sdhkokenttd muodossa

E=(E + jE;) e /X7,
missd aaltovektori on annettujen tietojen perusteella

uy +u;
\/z ’

Sahkokenttd on aina kohtisuorassa etenemissuuntaa vastaan, joten reaaliset vakiovektorit E; ja E; ovat
molemmat kohtisuorassa k-vektoria vastaan. Tasoaalto on ympyrédpolarisoitunut jos |E;| = |E;| ja E; L
E;. Origossa ajanhetkelld wt = 0 reaalinen ajasta riippuva kenttd on E(r = 0, t = 0) = E,, joten valitaan
aluksi E; = u, Eo, missd Ey on positiivinen vakio. Vektorin E; selvittdmiseen on hyvé piirtdd kuva:

2nf

k = uy ko, uy = ko = w/pogo =

Z

E;

Kuvassa on xz-taso ja y-akseli on katsojasta poispdin (paperin sisdén). Vektori E; pitdi olla kuvas-
sa joko oikealle alaspdin (vihred nuoli) tai vasemmalle ylospdin (harmaa nuoli katkoviivalla) jotta
vektorit k, E; ja E; ovat kaikki kohtisuorassa toisiaan vastaan. Oikea valinta on vihred nuoli, eli E; =
(uy —uy)Ey/ V2, kun halutaan oikeakditinen ympyrapolarisaatio. Pydrimissuunnan voi selvittda esim.
niin: Valitaan paikaksi origo (missi e /KT = 1). Ajanhetkelld wt = 0 sihkokentin suunta on E; ja nel-
jannesjaksoa myohemmin hetkelld w¢ = 7/2 suunta on —E;, joten kiertosuunta on tissd oikeakédtinen.

Tasoaallon sdhkokentdn ja magneettikentdn amplitudeille pétee (polarisaatiosta riippumatta) ettd
Ey/ Hy = 19, joten haluttu sdhkokenttd voidaan esittdd muodossa

u,—u ; kv 2n rad
X z)EOe—]ko(x+z)/\@, Ey=noHy =21 —, koz_fzz’()_.
m C m

E:(uy+j

(Ympyrédpolarisaation tapauksessa E(t) ja H(#) ovat vakiopituisia vektoreita joiden suunta on paikan
jaajan funktio. T4lld lausekkeella |E(?)| = Ey kaikilla ¢ ja kaikkialla, vaikka kompleksivektorin itseisarvo
|El = Eov/'2.)



3. Tarkastellaan koaksiaalikaapelia, jonka sisdsdde on a ja ulkosidde on b. Eristeaine (alueessa a < p < b)
on polyeteenid, jonka suhteellinen permittiivisyys on 2,3 ja johtavuus oletetaan nollaksi. Oletetaan
ettd sisdjohdin (p < a) ja ulkojohdin (p = b) ovat ideaalijohteita. Aikaharmoninen sdhkémagneetti-
nen kenttd (taajuudella 410 MHz) rajoittuu siis poikittaistasossa sisdjohtimen ja ulkojohtimen viéli-
seen alueeseen (a < p < b).

(a) Magneettikentdn kompleksivektoriesitys on (sylinterikoordinaatistossa)

B .
H=uq,—e_sz, a<p<b,
0

missd B on positiivinen vakio ja aaltoluku k = w,/fipe. Médritd sdhkokentdn kompleksivektorie-
sitys.

(b) Tarkista ettd kentit (E ja H) toteuttavat kaikki Maxwellin yhtélot. (Eristeaineessa ei ole vapaita
varauksia eikd virtoja.)

(c) Kunka paljon tehoa koaksiaalijohdossa kulkee, jos B =0,42A, a =1,4mm ja b = 3,6 mm?

Ratkaisu:

(a) Lasketaan sdhkokenttd Ampeéren lain avulla:

. |up puy, ug
—Jj1 o|_ —J 0 (. _jk 0 (1 —jk
E = JEV :&; ap 0 2z _a)—gp UZ%(Be 1 Z)—UP&(BQ J Z)
0 pH, O
i ; B _. k
:up—] (—jk)Be_ka:upn—e_sz, n=—-= o
wep 0 WE £rEQ

(b) Amperen laki toteutuu (a)-kohdan mukaan. Tarkistetaan Faradayn laki:

1| P 0E, —jkz _ B _ike_ .
VxE:; ) 0 I :uwg_utp(—]k)—e =—j kn u(p;e =—jouH
E, 0 0 who

Tarkistetaan Gaussin laki:

10 ( nB _;
V-D=¢V-(u,E,) =e——— (pn—e_]kz) =0,
pop\" p

niinkun pitdd ldhteettémaissd alueessa. Tarkistetaan vield viimeinen yhtalo:

10 (nB _i
V-B=poV-(u,B )=uo——(—e J Z):O.
7 poag p

Eli kaikki Maxwellin yhtdlot toteutuvat.

(c) Kompleksinen Poyntingin vektori on
B* BJ?
— xu(p—e”kZ:uZ%.
P p 2p
Etenevd teho saadaan integroimalla kompleksisen Poyntingin vektorin reaaliosaa poikkipinnan
yli:
2n b

B2
PetZ[fRe{S}-uzpdpd(p:Zﬂm |
0 a

2

b
1 b

f—dp =71 |B)?In = = 130W.
p a

a
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1. Suomen tasavallan Valtioneuvoston sosiaali- ja terveysministerion asetuksessa 1045/2018 ionisoi-
mattoman viestdd koskevan siteilyn altistuksen enimmaéisarvoista siddetddn mm. seuraavaa:

Taajuuksilla 10-400 MHz on siteilyn tehotiheyden enimmaisarvo 2,0 W/m?.

Tarkastele tilannetta taajuudella 40,68 MHz (se on yksi ns. ISM-radiotaajuuskanavista, "industrial,
scientific, and medical applications"). Kuinka suuri voi tilléin olla tasoaallon sdhkdkentdn voimak-
kuuden amplitudi? Entd magneettikentdn?

e e e e e e e e e ~q
7’
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\
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Ratkaisu:

Poyntingin vektori S antaa aallon tehotiheyden:

E2 770 H2

T2 2

josta saadaan (kun on S = 2,0W/m? jany =377Q): E=39V/mja H=0,10A/m.

Sosiaali-ja terveysministerion asetuksessa 1045/2018 on seuraava liite, jossa on laskettu myos kent-
tien sallitut maksimiarvot. Kannattaa huomata kuitenkin, ettd perhe- ja peruspalveluministeri Saa-
rikko on jostain syytd halunnut kdyttdd kenttien tehollisarvoja, jotka ovat huippuarvoihin verrattuna
v/2-kertaa pienempii:

Taulukko 1.7. Toimenpidetasot sihko- ja magneettikentan voimakkuuden, magneettivuon tiheyden
tehollisarvoina ja ekvivalenttisina tehotiheyksina taajuusalueella 100 kHz-300 GHz.

Taajuusalue Sdhkokentin | Magneettiken- Magneettivuon | Ekvivalentti-
voimakkuus tin voimakkuus | tiheys nen tehotiheys
V/m A/m uT W/m?

0,1-0,15 MHz 87 5 6,25 -

0,15-1 MHz 87 0,73/f 0,92/f -

1-10 MHz 87 /fL/2 f 0,92/f -

10-400 MHz 28 0,073 0,092 2

400-2000 MHz 12 ; fi/2 0,0046f1/2 f/200

2-300 GHz 61 0,16 0,20 10

Huomautus 1: Taulukossa 1.7 f on taajuus megahertseina.

Huomautus 2: Taulukossa 1.7 ekvivalenttinen tehotiheys on siahkékentin voimakkuuden nelié jaettuna vapaan
tilan aaltoimpedanssilla (377 () tai magneettikentan voimakkuuden nelié kerrottuna vapaan tilan aaltoimpe-

danssilla.

Huomautus 3: Taulukossa 1.7 sdhko- ja magneettikentan voimakkuuden, magneettivuon tiheyden tehollisar-

von nelio ja ekvivalenttinen tehotiheys maaritetaan keskiarvona kuuden minuutin ajanjaksoilta taajuusalueel-

la 100 kHz-10 GHz.



2. Veden permittiivisyyden voi mallintaa melko laajalla taajuusalueella (0 — 100 GHz) ns. Debye-mallilla,
jonka mukaan sen reaaliosa laskee pehmedsti matalien taajuuksien arvosta €4 millimetriaaltoalueen
arvoon €mm:

(W) = emm + M
1+jwt

Vedelle 20 asteen ldampdotilassa arvot ovat €5 = 80gg ja émm = 5,0€0. Parametri 7 on ns. relaksaatio-

aika, joka kertoo vesimolekyylien vastenopeudesta virdhtelevissa kentdssd, noin 10 ps. (Merivedelld

permittiivisyyden imaginaariosaan vaikuttaa myds johtavuustermi, mutta tarkastellaan tdssd vaha-
suolaista jarvivettd, ja unohdetaan johtavuustermi.)

(a) Milléd taajuudella veden permittiivisyyden imaginaariosa on (itseisarvoltaan) suurimmillaan?

(b) Tarkastele radioaaltoa, joka tunkeutuu veteen taajuudella f = 3,4 GHz. Tasoaallon kentti on ver-
rannollinen funktioon exp(—jkz). Piirrd kenttd ajanhetkilld ¢ = 0 ja t = 7/ (2w) veden syvyyden z
funktiona.

(c) Kuinka monta desibelid (metrin matkalla) aalto vaimenee vedessa télld taajuudella?

Ratkaisu:

Veden permittiivisyysfunktio erotettuna reaali- ja imaginaariosaan on

€st —€mm 1-jot
&(w) = €mm + m =€mm + (Est — €mm) (1 +jon( —jor)
1+ (wT)? 1+ (wT1)?

(a) Imaginddriosan taajuusriippuvuus on wt/(1 + w?7?). Sen maksimiarvo saadaan etsimélla deri-
vaatan nollakohta w:n suhteen:

0 ( T )_T(1+(wr)2)—2w12~wr

00 1+ (1)2) (1+ (@7)?)?
Tdméin nollakohta on wt = 1. Ja kun imagind4riosa menee nollaan suurilla ja pienilla taajuuksil-

la, saadaan maksimitaajuudeksi

Wmax 1
=——=—=16GHz
fmax 27 21T

(b) Koska vesi on haviollistd, on aaltoluku k kompleksinen ja aalto vaimenee. Taajuudella f = 3,4 GHz,
jolla veden permittiivisyys on noin ¢ = (76,7 —j15,3)€p, saadaan tulokseksi

1
k=w\/ety = ky —jki = (627 -j62) —
m
Aikariippuva kenttd on
E(z,t) =Re {e_jkzej“’t} = Re{e‘jk'Ze_kizej‘”t} =e k% cos(wt— ky2)

Hetkelld wt = 0 tdmi on exp(—k; z) cos(k; z) ja neljannesaallon pédistd se on exp(—k; z) sin(k; z)).
Néamaé oheisessa kuvassa siniselld ja oranssilla. Kuten kuvasta nidkyy, on aallon tunkeutumisyvyys
varsin pieni, vain vajaat kaksi senttimetria!

1.0\

0.5

NS 2(m)

0.03 7 0.04 0.05
-0.5

-1.0




(c) Vaimennus desibeleinid metrin matkalla on

20log;y (e77) = 20log o (0% ™) = 540dB

(a) Perehdy induktiolieden toimintaan. Hae informaatiota erilaisista ldhteistd ja tutki sen periaa-
tetta. (Raportoi myos kdyttdmaési lahteet.) Miten induktioliesi eroaa perinteisestd sihkdliedestd,
jossa levyn sdhkdvastus kuumenee ja lamp6 siirtyy johtumalla liedelld olevaan pannuun tai kat-
tilaan?

(b) Minka suuruisia ovat induktioliedelld kédytettyjen astioiden materiaaliparametrit? Arvioi ndiden
parametrien nojalla pyorrevirtojen tunkeutumissyvyys kattilan pohjaan.

Ratkaisu:

Induktioliedessd kymmenien kilohertsien taajuudella toimiva virtakela indusoi pyorrevirtoja kattilan
pohjaan, jotka lammittdvét sitd. Jos induktioliedelld kdytettdvan kattilan pohja on terdstd, voidaan ar-
vioida johtavuudeksi o = 2-10° S/m ja suhteelliseksi permeabilisuudeksi u, = 300 (teriksii on tietysti
monenlaisia, joten ndm3a lukemat voivat vaihdella). Jos lieden virtakelan virdhtelytaajuus on 30 kHz,
saadaan tunkeutumissyvyydeksi (onpa aika pieni, mutta virrantiheys silld alueella sitdkin suurempi)

2
0=1/—— =0,12mm
wUo
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1. Tasoaalto saapuu ilmasta dielektrisen aineen (taitekerroin zn = 2) rajapintaan 70 asteen tulokulmassa.

(a) Miki on heijastuskerroin, jos tuleva aalto on kohtisuorapolarisoitu?
(b) Mika on heijastuskerroin, jos tuleva aalto on yhdensuuntaispolarisoitu?

(c) Mikd on heijastuneen aallon polarisaatio, jos tuleva aalto on oikeakitisesti ympyrédpolarisoitu?
(Muista kétisyys!)

Ratkaisu:

Kun tulokulma on 6; = 70°, tulee Snellin lain sin8; = nsinf, mukaan taitekulmaksi 8, = 28°. Nyt on

W= g ja e = n’e.

(a) Kohtisuorapolarisoidun aallon heijastuskerroin on

cosf; —ncos0O,
— ~~-0,68

Ryp =
cosO; + ncosf,

(b) Yhdensuuntaispolarisoidun aallon heijastuskerroin on

cosO, — ncosO;

= =~ +0,13
P cosO, + ncosO;

(c) Tulevassaympyripolarisaatiossa on yhtdsuuret mutta vastakkaisvaiheiset YP- ja KP-komponentit.

Ne heijastuvat eri voimakkuudella, joten heijastunut aalto on elliptisesti polarisoituut. Ellipsin
péddakseli on horisontaalinen (koska kohtisuorasti polarisoitunut (vaaka)komponentti heijastuu
voimakkaammin). Kétisyys pysyy samana, silli komponenttien heijastuskertoimet ovat erimerk-
kisia.
(Kohtisuorassa heijastuksessa kitisyys vaihtuu, koska kenttdvektorin pyérimissuunta sdilyy mut-
ta etenemissuunta kddntyy. Tédssd tehtdvin tilanteessa kuitenkin tilanne on toinen: rajapintaa
vastaan kohtisuora etenemissuunta kylld vaihtuu, mutta koska heijastuneen aallon kiertosuun-
ta my0s vaihtuu (erimerkkisten heijastuskertoimien takia), sdilyy kétisyys samana.)



2. Tarkastele tasoaallon heijastumista vedestd. Késitellddn samaa tilannetta kuin edellisen harjoituksen
vesitehtdvissd; permittiivisyyden Debye-malli, mutta taajuudella f = 16 GHz. Loytyykd Brewsterin
kulma? Siis tilanne jossa yhdensuuntaisesti polarisoitu tuleva tasoaalto ei heijastu lainkaan?

(a) Koska veden permittiivisyys on kompleksiluku, ei Brewsterin kulmaa voi laskea tavallisesta kaa-
vasta tanfp; = n. Approksimoi tdssi kaavassa taitekerroin veden taitekertoimen reaaliosana.
Laske (kompleksinen) heijastuskerroin télld tulokulmalla. Toisin sanoen kéytd heijastuskerroin-
ta laskiessasi kompleksista permittiivisyyttd. Paljonko tehoa heijastuu?

(b) Tutki onko (a)-kohdan kulma todellakin minimiheijastus. Eli piirrd tehoheijastus tulokulman
funktiona ja etsi minimi. Kuinka pieneen heijastukseen voi paasta?

Ratkaisu:

Veden suhteellinen permittiivisyys edellisen kierroksen parametreilla taajuudella 16 GHz on noin €, =
42,3 -j37,5. Sen (kompleksinen) taitekerroin on téllin n = 7,03 —j2,67.

(a) Josapproksimoidaan taitekerrointa reaaliosallaan, saadaan Brewsterin kulmaksi arctan(n) = 81,9°.
Heijastuskertoimessa tarvitaan kosini taitekulmasta 6,, joka on Snellin lain mukaan

/ 2
sin“ 6
cosfy =1/1-sin?0, =1/1— 21
n

Yhdensuuntaispolarisaation heijastuskerroin on tilldin

s 2
sin“ 6, -
cosf, — ncos0O; 1-=5- ncosb1  \/p2—sin?6; — n?cosb;

P cosf, +ncos6; sin? 6, - Vv n? —sin 60, + n?cosf
1->=71+ncost 1 1

Heijastuskertoimeksi arvoilla n = 7,03 —j2,67 ja 8, = 81,9° saadaan
Ryp = -0,033+j0,18

eli tehoa heijastuu tdmén itseisarvon nelién verran, noin 3,4%.

(b) Ohessa tehoheijastus | Ryp|? tulokulman 6, funktiona.

0.107
0.08;
0.06}
0.04+
0.02}

| i L h 6 | | | | |
20 40 60 80 80 81 82 83 84 85

01

Siitda ndhdaidn, ettid (a)-kohdan arvio 81,9° ei ole aivan minimikohdassa, vaan minimi tulee kul-
malla 82,4°, jolloin tehoheijastus on hiukan pienempi kuin edell3, 3,3%.

(Mutta kaiken kaikkiaan: ylldttavan hyva approksimaatio saatiin taitekertoimen reaaliosaa kéyt-
tden, vaikka sen huomiotta jitetty imagindariosa oli kohtalaisen suuri.)



3. Dielektrinen puolenaallon suodatin, jonka paksuus on d, padstda lapi €0, Lo

€0, Ho
kaiken séteilyn taajuudella w, kun se on mitoitettu seuraavasti:

nkod = w/oed = i i

missd esiintyvét parametrit ovat suodatinlevyn taitekerroin 7, tyhjion n
permeabiilisuus y ja levyn permittiivisyys € = n’¢g.
Selvitd alkuun itsellesi, ettd nédin on. Avuksi tangenttikaava (dynaami- d

sen kirjan luvun 2.3.4 kaava (2.89)) ja heijastuskertoimen kaava (2.91). T

Olkoon meilld tédllainen suodatinlevy, jonka taitekerroin on n = 1.5 ja joka on mitoitettu vihreélle va-
lolle (eli padstdd kaiken sellaisen valon ldvitseen, jonka (vapaan tilan) aallonpituus on A = 555nm).

Kuinka paljon se heijastaa (valotehoa)
(a) punaista valoa (aallonpituus 700 nm)
(b) sinistd valoa (aallonpituus 450 nm)

(c) Pohdi, miten Albert Edelfeltin Ruoko-
lahden eukkoja kirkonmdielld muuttui-
si, jos katsoisit sitd ko. suodattimen 13-
pi. Védristyisiko, ja jos, niin miten?

Ratkaisu:

Tangenttikaavan mukaan ilmassa (aaltoimpedanssi 1y) olevan d-paksuisen kerroksen ldpi ndkyva im-
pedanssi on

__not+jntan(nk,d)

K n+jnotan(nk,d)

jossa tédssd dielektrisessd tapauksessa 1 = 119/ n, ja taitekerroin on n = 1,5. Vihredlle valolle nkyd = r,
joten g =1y ja tilanne on sovitettu, kaikki valoteho péésee lavitse.

Tangentin argumentti on verrannollinen taajuuteen, eli kddntden verrannollinen aallonpituuteen.
Siksi aallonpituudella A argumentti on

555nm
nkod = n-( )

(a) Punainen valo: A =700 nm:
OK ~0,69+j0,28 = R=TE"T0+ 016+j0,19
Mo Nk +1Mo

eli tehoheijastus on |R|? = 6,0 %.

(b) Sininen valo puolestaan: A =450 nm:
OK < 064-j027 = R=TK"T0- 019-j0,19
Mo Nk +1Mo

Sinisell heijastus on hiukan verran suurempi kuin punaisella: tehoheijastus |R|? = 7,2 %.

(c) Maalauksen vihredn vdrin osat nékyisivdt luonnollisina, mutta punainen ja sininen spektrin pai
himmenisivit, ehkdpa selvistikin kuvataiteen ystdvén silmissa.
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1. Hertzin dipolin sdteilemét kentét johdettiin luennolla tdydellisessd muodossaan, sisdltden ldhi-, kauko-
ja vélialueen kenttien lausekkeet (dynaamisen kirjan kaavat (4.11)—(4.15)).

Sdhko6- ja magneettikentdt ovat kaukoalueessa samassa vaiheessa, kuten néakyy kaavoista (4.21)—(4.22).
Ja lahikenttdalueessa niiden vaihe-ero on puolestaan 90 astetta (senhidn huomaa kaavoista (4.17) ja
(4.20), joista sihkodkentdssd on j-kerroin ja magneettikentté reaalinen).

Tarkastele kenttien vaihetta etdisyyden funktiona padséteilysuunnassa (kohtisuorassa dipolin suun-
taa vastaan, 8 = n/2).
(a) Piirrd kenttien vaihe-ero etdisyyden funktion (kdytd normalisoitua, laadutonta etdisyytta kr).

(b) Kuinka kauas pitdd menni, jotta vaihe-ero on korkeintaan yksi aste? Entd milld etdisyydella 13-
hikenttdvaihe poikkeaa yhdelld asteella 90 asteesta?

Ratkaisu:

Kaukokenttidkomponentit padsiteilysuunnassa 8 = 90° ovat

e Ikr 1 1
Eg=j IL 1+ —+
0 =)@Ho 4nr( jkr (jkr)z)

—jkr 1
H,=jkIL 1+ —
¢ =) 4nwr ( jkr

Niiden vaiheiden ero on sulkulausekkeiden vaihekulmien erotus. Kompleksiluvun vaihekulman tan-
gentti on imaginaariosan suhde reaaliosaan, joten vaihe-eroksi tulee

(—llkr) ( —1/kr )
arctan —arctan| ——
1 1-1/(kr)?

Vaihe-eron voi sieventdd mukavasti, kun laskee sulkulausekkeiden suhteen:

1 _Jd J__a j
S ( kr)(1+kr (kr)z) _ 1+ &
1+ +-Lo  (j_d__1_ J__1) 1 )2,

jr T Gkr? (1 kr (mz)(“kr <kr>2) (1—W) + &2

Taman lausekkeen vaihekulma on

)
(kr)3

arctan (

(a) Oheisessa kuvassa piirrettyna (sininen kéyra)

vaihe-ero (asteita)

60 -

30~

kr

0.1



(b) Kuvassa ovat myds nuo yhden asteen rajapisteet.
Sdhko- ja magneettikentdn vaiheet ovat yhden asteen tarkkuudella samat, kun ylitetdén raja
kr = 3,9. Eli oltava vdhintddn 0,611:n paédssa.
Vastaavasti ldhikentdssa ollaan yhden asteen tarkkuudella vastavaiheessa, kun kr on pienempi
kuin 0,26. Eli se on vain noin neljad prosenttia aallonpituudesta.



2. Hertzin dipolin virtamomentti on IL =0,50 Am. Kuinka ldhelle siti voi tulla padséteilysuunnassa (6 =
7/2), jotta Sosiaali- ja terveysministerion turvarajat (ks. 9. tehtdvékierros) pysyvéit voimassa? Taajuus
on 400 MHz.

Ratkaisu:

Hertzin dipolin séteilemé sdhkokenttd kaukoalueessa on

e—jkr
E(r,0) =jouIL

sinf ug
4nr

Tdman amplitudi voimakkaimman sdteilyn suunnassa on

wulIl  KIL
E=2E=

dmr L 4nr
Silloin séteilyn tehotiheys on (Poynting!)

_E*  (kIL?* (L)
" 2n _172(47”)2 ~ gz

Kun tdmi saa olla korkeintaan tehotiheysarvo 2 W/m?, saadaan minimietdisyydeksi

IL | 3.9
= — — = 0,ZIN
AV 8S

(Aaltoimpedanssi ilmassa on noin 377 Q) ja taajuudella 400 MHz aallonpituus on 75 cm.)



3. Luennollalaskettiin perusteellisesti z-suuntaisen dipolin kentit. Eli kaukoalueessa sihkdkentdn suun-
ta on uy ja magneettikentdn u,, ja kenttien voimakkuuden suuntariippuvuus sin @, kun kéytetdén pal-
lokoordinaatiston parametreja. Tdma on kuvan sininen dipoli.

Entédpi jos dipoli osoittaakin toiseen suuntaan, kuten kuvan punainen, x-akselin suuntainen dipoli?
Dipolit ovat samassa vaiheessa ja niiden sy6ttovirrat ovat yhté suuret.

(a) Tarkastele kaukokenttda + y-akselin suunnassa, siis
u, = +u,. Sielld kokonaiskenttd on dipolien séitei-
lemien kenttdkomponenttien summa. Mikd on tés-
sd suunnassa aallon polarisaatio? Minkd suuntai-
nen on sdhkokenttdvektori? Entdpa magneettikent-
tdvektori? ~o

(b)-kohta

(b) (Bonustehtédvi:) Tarkastele sdteilysuuntaa 6 = 45°,
¢ = 45°. Kumman dipolin siteily on voimakkaam- .-
paa tdhdn suuntaan kaukokentdssd? Laske myds -
nédiden kahden dipolin siteilemien sdhkokenttdvek-
torien vilinen kulma.

Ratkaisu:

(a) Kun tarkastellaan dipolien siteilyd kaukoalueessa + y-akselilla, se on kummankin dipolin mak-
simiséteilysuunnassa (eli kohtisuorassa dipolien omaa vektorisuuntaa vastaan).
Entdpd suunta? Sininen dipoli u; IL tuottaa sdhkdkentdn uy, joka +y-akselilla on —u,, ja pu-
nainen dipoli u, IL vastaavasti tuottaa kentdn suuntaan —u,. Télléin niiden summa on yksik-
kovektorin —(u, +uy)/ v/2 suuntainen. Polarizaatio on lineaarinen, 45 asteen kulmassa vinosti
XZz-tasossa.

Sinisen dipolin magneettikenttdvektori on u,-suuntainen, eli
tadlld +y-akselilla se on —uy, ja punaisen dipolin magneetti-
kenttévektori +u,. Siksi magneettikentin yksikkovektori (koh-
tisuorassa sdhkokenttdi vastaan) on (u; —uy)/ V2.

(b) Mikd on kenttien suuntavektori yleisessd séteilysuunnassa?

Luennoilla ja kirjassa tarkasteltu +z-suunnassa vérdhtelevad Hertzin dipoli synnyttdd kaukoalu-
eessa magneettikentédn, jonka amplitudi- ja suuntariippuvuus on uy, sinf. Téméahén on

u; x u; = (u,; cosf —ugsind) x u, =uy,sind
Silloin sdhkodkenttd saadaan ottamalla ristitulo magneettikentésti ja etenemissuunnasta:
(u; xu,) xu, = (sinfuy) x u, = uysind

Samalla tavalla saadaan mielivaltaisen suuntaisen dipolin séteilevd sihkdkenttd kaukoalueessa.
Hertzin dipoli, jonka virta védrdhtelee u-suunnassa, siteilee kaukokentdssa sahkokentdn, jonka
polarisaatiovektori on

(uxu;)xu,

missd u, on tarkasteltavan siteilysuunnan yksikkovektori.



Talloin +x-suuntaisen dipolin sihkoékenttdvektori kaukoalueessa on (kdytd kaavakokoelmaa)

(uy xuy) xur =uy (Uy-uy) —uy (U, -u;) =u,sinf cosp —uy
=u,sinf cosg — (u,sinf cos ¢ + ug cosd cosp —u, siny)

= —ugcosfcosp +uy,sing

(Tadstdhdn saadaan (a)-kohdan vastaus, siis kentdn polarisaatio, kun suunta on u, = +u,, eli
0 =90°,¢ =90°, jolloin se on uy, eli —uy.)
Mutta siis (b)-kohta. Sielld on 8 = 45° ja ¢ = 45°:

Amplitudi:
Siniselle +z-suuntaiselle dipolille se on

|sinf| = ~ 0,707

Sl -

Ja punaiselle +x-suuntaiselle saadaan

1 1 1 V3
—Uy—- - —+uy—|=Vi+2=— = 0,866
V2 v P2 2
Eli punaisen dipolin séteily kaukokentdssad on noin 22 prosenttia voimakkaampaa.

Kenttdkomponenttien vélinen kulma:

Kahden yksikkovektorin vélisen kulman kosini on yhtdsuuri kuin niiden vilinen pistetulo.
Sinisen dipolin kentédn yksikkdvektori on
uy

ja punaisen
—ugcosf cosg +uy,sing

\/COSZ 0 cos? @ +sin? ¢
Niiden vilinen pistetulo (tapauksessa 8 = 45°, ¢ = 45°):

cosfcosg 1

\/ cos2 0 cos? ¢ +sin? ¢ V3

joten kenttikomponenttien vilinen kulma on arccos(—3~1/2) = 2,19 eli noin 125 astetta.



ELEC-C4140 Kenttdteoria/syksy 2024 — Ratkaisuja ja kommentteja 12. laskuharjoitustehtaviin

1. Kaksi dipolia muodostaa antennijoukon. Ne ovat puolen-

aallon etdisyydelli toisistaan z-akselilla, toisen dipolimo- 1+
mentti x-akselin ja toisen y-akselin suuntainen. Niiden L.
syottovirrat ovat 90 asteen vaihesiirrossa: (uy I) ja (uy,jI). S 2 i1 Y
o | .-
Madritd ndiden dipolien yhdessa sédteilemén kaukokentidn NP ’1// 5
PRSIV
polarisaatio seuraavissa kuudessa suunnassa: +x-, +y- ja PR RN
+z-akselin suunnissa? T i \‘s Tl .
. sees I I

Muista taas kitisyys! |

|

|
Ratkaisu:

Hertzin dipoli (eikd muukaan lineaarinen dipoli) sédteile oman akselinsa suuntaan. Siksi siniselld di-
polilla on nollakohta +x-akselin suuntiin, ja sinne siteilee vain punainen dipoli, jonka polarizaatio
on lineaarinen (kentén suunta +u,). Samoin +y-akselin suunnassa kaukokentédssd punainen dipoli
ei vaikuta, mutta sininen dpoli siteilee lineaarisen x-suuntaan polarisoidun sdhkékentin.

Séteily +z-akselin suuntaan vaatii hiukan enemman pohtimista. Niihin suuntiin molemmat dipolit
sdteilevat maksiminsa, yhtd suuret kentét.

Tarkastellaan ensin séteilyd positiivisen z-akselin suuntaan. Sinisen dipolin séteily saapuu sinne puoli
aaltoa kauempaa kuin punaisen dipolin. Siksi sédteillyn sdhkokenttdvektorin reaaliosa on —u,-suun-
tainen silloin kun imagindériosa on +u,-suuntainen. Ajan suhteen kompleksivektori kiertdé reaali-
osaasta negatiiviseen imaginidriosaan, joten kyseessi on oikeakdtinen ympyrépolarisaatio.

Ja vastaavan pdittelyn mukaisesti negatiiviseen z-suuntaan siteilykenttd on vasenkitisesti ympyra-
polarisoitua, sen kenttd on verrannollinen kompleksivektoriin uy — ju,,.



2. Erdin antennin normalisoitu séteilykuvio (kentdn amplitudin suuntariippuvuus) on pallokoordinaa-
tiston parametreja kdyttden
singpsin®0, 0<p<n

F,¢) =
©,9) {0

muulloin
Madrita

(a) voimakkaimman siteilyn suunta,

(b) sidteilykuvion avaruuskulma Qp, = f . F?2dQ,

(c) suuntaavuus lukuna ja desibelein4,

(d) puolentehon keilanleveydet xy- ja yz-tasoissa.

(e) Arvioi séteilykuvion avaruuskulma Q; puolentehon keilanleveyksien perusteella (kuten dynaa-
misen kirjan sivulla 163). Kuinka suuri on virhe suhteessa tarkkaan arvoon ((b)-kohta)?

(Vihje: Integroinnissa kannattaa kiytt44 yhteyttd sin?60 = 1 — cos?6.)

Ratkaisu:

(@) F(0,¢) =1, elimaksimissaan, kun8 =n/2ja¢@ =mr/2,
siis positiivisen y-akselin suuntaan.
(b) Nyt on integroitava

/4 /4
Qp:sz(G,cp) sinfdfde = f fsinz(psin70d0d(p
Y4 »=00=0

Téssd g-integrointi on helppo:
T[
f sindg = ul
2
0

silld sinin nelion keskiarvo on puoli.
Kun sinf:n seitseméttd potenssia ldhtee integroi-
maan, sen voi kirjoittaa muotoon

sin’ @ = (sin®0)3 -sinf = (1 — cos?0)3 -sinh = (1 —3cos?>H + 3 cos* O — cos® H) - sinh

joista kukin termi tuottaa suoraviivaisen integraalin:

A V3
fl-sin@d@ =| —cosO=—-(-1)-(-1)=2
0
0

/A
3cos’0-sinfdf=| —cos®h=2
0

T3 6
3cos*0-sinfdf=| —=cos’f=—
o 5 5

[
[

r T 2
fcos60-sin9 do=| —=cos’0==
J 0o 7 7

Tallsin tulee siteilykuvion avaruuskulmaksi

Q,==-[2-2+--=|=
P79

n( 62) 1671~
5 7



(c)

(d)

(e)

Suuntaavuus on
47 35
=—=—=8,25
Q, 4

ja tdmdhdn on desibeleind 101g(8,25) = 9,4 dB.

D

Keilanleveys xy-tasossa voidaan laskea tehositeilykuviosta, kun 6 = 7/2, jolloin se on sin? ¢. Se
on puolet maksimista, eli 1/2, kun ¢ = /4 ja ¢ = 3n/4. Ndiden vélinen kulma on siis puolente-
hon keilanleveys: A@s g = 7/2 (radiaania).

Ja yz-tasossa keilan tehotiheys on funktion sin® @ mukainen. Se saa arvon 1/2, kun 6 = arcsin(27/%),
eli kulmilla 8 = 1,099 ja 2,042. Ndiden vélinen keilanleveys on Af3 45 = 0,943 (radiaania).

Kapeille keiloille voidaan avaruuskulma approksimoida kohtisuorien puolentehon keilanleveyk-
sien tulona. Tehtdvin tapauksessa saadaan

Qp, ~0,9437m/2~ 1,48

T4ama on kolmen prosentin tarkkuudella sama kuin todellinen avaruuskulma!



3. Pohdi avaruusyhteyksid. Olisiko mah-

Uranus
«

Jupiter
-e

dollista saada radiosignaali vastaan-
otetuksi Betelgeusen luona? Betel-
geuse (a Orionis) on punainen jatti-
laistdhti Orionin tdhtikuviossa, jonka
arvioidaan olevan noin 650 valovuo-
den etdisyydelldi Maasta. Yritetddn:
kdytetddan vedyn 21 senttimetrin spekt-
riviivaa 1420,4 MHz, jota on ehdotettu
tdhtienvilisen tietoliikenteen kana-
vaksi (tarkempi perustelu: G. Cocconi
& Ph. Morrison: Searching for inters-
tellar communications, Nature, 4690,
ss. 844-846, 19 September 1959).

Yotaivaan ndkymaé Helsingin horisontissa 29. marraskuuta 2024 klo 02:00
www.ursa.fi/taivaalla/tahtikartta/

Oleta, ettd ldhetysantennin vahvistus on 60 desibelid ja vastaanottoantennin 5 desibelid.

(a) Jos ldhetysteho on yksi megawatti, niin kuinka suuri on vastaanotettu teho? Ilmoita vastauksesi
kayttamallld etuliitettd (nano, piko, femto, atto, ...)

(b) Jos vastaanottoherkkyys on 1 femtowattia, kuinka suuri ldhetystehon pitda olla? (ja taas, ilmoita
vastauksesti watteina sopivalla etuliitteelld tera, peta, eksa, tsetta, ...)

Ratkaisu:

Friisin kaavan suora sovellus. Radioyhteyden etiisyys on 650 valovuotta (r = 6,15-10'® m), aallonpi-
tuus on A = 0,211 m, ldhetysantennin vahvistus on 60 dB (109) ja vastaanottoantennin 5dB (3,16).

Vastaanotetun tehon suhde ldhetystehoon on
P A )?
= GIGV(—) ~2,36-107%°
P 4nr
(a) Lihetysteho on P; = 10°W. Silloin vastaanotetaan 2,4 - 10~2% wattia, joka on etuliitteilld 24 QW
(kvektowattia) tai 0,024 rW (rontowattia).

(b) Jos vastaanottotehon on oltava vihintiin femtowatin verran (10™1° W), tarvitaan lahetystehoa
4,2-10'9 W. T4ma on 42 triljoonaa wattia, 42 EW (eksawattia).

./ | |
103

kilo k tuhat 103 milli m
106 mega M  miljoona 10° mikro 1
10° giga G miljardi 107 nano n
1012 tera T biljoona 1012 piko p
1015 peta P 1015 femto f
1018 eksa E triljoona 1018 atto a
102t tsetta z 1021 tsepto z
10% jotta Y  kvadriljoona 1024 jokto y
10% ronna R 10?% ronto r
103 kvetta Q kvintiljoona 1030 kvekto q
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