Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Halonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0301 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3
Kurssitentti ja yleinen tentti 11.4.2025 klo 16.30-19.30.

Kokeessa ei saa kiyttad laskimia eiké taulukoita. Tayta kaikki otsaketiedot kaikkiin vastaus-
papereihin. Tulokset julkaistaan kurssin IV /2025 MyCo-sivulla.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtavii otetaan mukaan arvosteluun.

Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtavia.

Jokainen kurssille IV /2025 osallistunut voi halutessaan palauttaa kuusi tehtévaa, jolloin arvo-
sana méaraytyy paremman vaihtoechdon mukaan: ”viisi parasta koetehtavaé + laskaripisteet”
tal "pelkét kuusi koetehtavaa”.

1. Umpinaisen pallon
B={(z,y,2) eR? | 2> +* +2° < 9}

tiheys pienenee lineaarisesti keskipisteen arvosta 4a pinnan arvoon a > 0, eli on pal-
lokoordinaatistossa muotoa f(r) = a(4 —r), kun 0 < r < 3. Laske pallon massa, joka
tiheyden avaruusintegraali.

2. a) Tasokdyralld C' (jonka ylikaari on nimeltdén Pascalin etana) on napakoordinaatti-
esitys 7 = 1 + 2cosf, kun 0 < 0 < 27 (vasen kuva alla). Lasketaan pinta-alaan liittyva

viivaintegraali
y§ x dy
54

parametrisoinnin méairaddmasn suuntaan, jossa molemmat umpinaiset osat kierretéén
vastapéivaan. Miké on vastauksen tulkinta pinta-alojen avulla? Integraalia ei tarvitse
laskea.

b) Tasoalue D = D; U Dy on jaettu kahteen projisoituvaan osaan D; ja Dy oikeanpuo-
leisen kuvan mukaisesti. Selité lyhyesti, miksi

%F-drz% F-dr+7§ F - dr,
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kun F on jatkuva kaksiulotteinen vektorikentté ja kaikille reunakayrille valitaan posi-
tiivinen suunta (vasemman kidden séénnon mukaan).

3. Laske vektorikentén F(z,y, z) = (sinx) i+ (cosy) j+ (sin z) k vilvaintegraali janaa pitkin
pisteestd (m,m, 2m) origoon.



4.

a) Laske vektorikentén F(z,y, z) = zyi+ 2yzj + 3zz k lihteisyys V - F ja pyorteisyys
V x F pisteessa (1,1,1). (4 p.)
b) Onko a-kohdan vektorikentlld skalaari- tai vektoripotentiaalia? (2 p.)

. Oletetaan, ettd umpinainen, siled ja itsedén leikkaamaton avaruuskiyri C' sisilty pys-

tysuoraan tasoon 7' C R3. Osoita (esimerkiksi soveltamalla Stokesin lausetta sopivasti
valittuun pintaan), ettd
?é F.-dr=0
@

vektorikentélle F(z,y,2) = —yi+zj+ zk.

Tarkastellaan satulapintaa P, jolle z =
a) Laske pinnan P pinta-ala.

b) Laske vektorikentén F(x,y, z) = zk vuo pinnan P ”sektorinmuotoisen” osan P, lipi,
Jossa x > 0 ja —x <y < z. Pinnan positiivinen puoli on sen yldpuoli.

f@?—yY)jar?+y? <2

Eriita kaavoja:

V-(Vf)=Af, VxVf=0,V - (VxF)=0
V-(fF)=Vf-F+f(V-F),Vx(fF)=VfxF+ f(VxF)
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N=—-fii-fj+ktaiN=r, xr,, dS =|N| dA
Talla kurssilla n = yksikkonormaali, jolloin ndS = NdA

///J;V-Fd\/—//aDF-ndS

//(VxF)-ndS— F-dr—yg Fiydx + Fydy + Fsdz
P oP oP

(r.0,0): x = rsin(p) cos(P), y = rsin(p) sin(f), z = rcos(p), dV = r?sin(p) dr dp db
(ri,0,2): z=rycos(f), y=rysin(f), 2=2,dV =r, dr, dfdz

sin(m/6) = cos(m/3) = 1/2, sin(r/3) = cos(7/6) = V/3/2, sin(r/4) = cos(r/4) = 1/v/2,
sin0 = cos(m/2) = 0, sin(7/2) = cos0 = 1, sinm = 0, cosm = —1, sin®x + cos’?z = 1,
sin(2z) = 2sinz cos z, cos(2z) = cos?z — sin®z = 2cos?z — 1 = 1 = 2sin® 2.

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden pisteen, joka lisdtdan muihin
skaalattuihin pisteisiin (max = 100).

Huom. 2: Kurssitentin voi uusia V-periodin tai syyslukukauden alun tentin yhteydessé.
Myo6s uusijoiden taytyy ilmoittautua tenttiin.



