T-61.3010 Digitaalinen signaalinkisittely ja suodatus
2. valikoe / teniti, ma 7.5.2007 klo 811. Salit B (A-M), M {N-O, non-Finnish).

Jos teet 2. viilikokeen, vastaa tehtéiviin 1-2. 2. vk on oikeus tehds vain kerran joko 7.5. tai 15.5.

Jo

s teet tentin, vastaa tehtédviin 2-

5. Tentti on cikeus tehdd vain kerran joko 7.5. tai 15.5.

Kirjoita péallimmiisen konseptin alkuun isolla vastaatko viilikokeeseen vai tenttiin! Rastita my&s monivalintalo-
makkeesta oikea kohta “tentti” tai “vilikoe”.

Tilaisuudessa ei saa olla omaa taulukkokirjaa. Funktiolaskin / graafinen laskin muistit tvhjennettyns sallittu. Tilai-
suudessa jactaan kurssin taulukkomoniste seki palautuslomake monivalintatehtivis (joko I tai 5) varten.

Kaikli konseptit palautettava, suttupaperit erikseen seki monivalintatehtéiviisti palautetaan erillinen Ad-
lomake. Tehtiavipaperin ja taulukkomonisteen voi pitis.

Aloita uusi tehtivi uudelta sivalta. Kirjoita laskuissa kiiytetyt vilivaiheet mukaan.

Muista myts kurssipalaute, josta saa yhden pisteen sekii vilikokeeseen etti tenttiin, Téaytd www-lomake T-osaston
palautejérjestelmissi, jonne linkki kurssin kotisivulta http: //www. cis Jhut . fi/0Opinnot/T-61.3010/.

1) (VAIN VALIKOE, 14 x lp, max 12 p) Monivalinta. Viittémissé on 1-4 oikeas vastausta, mutta valitse yksi
Jja vain yksi. Tayti erillisille lomakkeelle, johon rastita myss, teetks vilikokeen vai tentin.

Oikea valinta +1 p, viidrd valinta —0.5 p, ei valintaa 0 p. Perusteluja ei tarvita, Vastaa niin moneen kuin haluat,

Tehtivin maksimipistemifird on 12 ja minimimiirs (.

1.1 Mikd suotimista on lineaarivaiheinen?
(A) Hz)=1/[1+2271 - 3272 4+ 25~
(B) hfn] = (0.5)"fn]

34271

ZEYO___~ #® hln] = 042 + 0.5 - cos(nn/M) + 0.08 -
phase os(@rn/M), kun ~M < n < M, M € Zy, ja

h(n] =0, kun n < —M tain > M.
(D) hn] = 0.68[n] + 0.4é[n ~ 1]
2 Bawpn 1{a} LTl-suodin, jossa vakiot 4 ja 5,

)
A)/ sandaan lineaarivaiheiseksi valitsernalla A
Jja B sopivasti positiivisten kokonaislukujen jou-
kosta

(B) suotimen siirtofunktio on H{z) = 1/11 -

(A+ Bz}
suotimen nollat ovat kohdissa 2z = —A ja
< _ B

(D) mikiin ylldolevista ei ale oikein
1.3 Kuvan 1(b) suodin, jossa Hy(z) = 1 + 27! ja
Hg(z} =1- Z—l,

A) on ryhméviiveeltiddn 7(w) = 1.5, Yuw

el ole lineaarivaiheinen
on ristikkorakenteinen (“lattice”)
(D) on I[R-tyyppinen

1.4 Tarkastellaan ensimmiisen asteen ITR-suodinta

1 -1
Hifspess —50 0 &
(z) 2 1-az-?
Jjossa —0.8 < o < 0.8. Valitse o niin, ettd suoti-
men ampht.u(hvaat,cen |H (€7} maksimiarvo saa
suurimman mahdollisimman arvon. Tdmin jil-
keen suodin skaalataan vakiolla & niin ettd skaa-
latun suotimen amplitudivasteen maksimiarvo on

1. Télloin
(A) K=038
(B) K =1

C) K=3
@ ikidn ylldolevista ei ole oikein

1.5 Bilineaarimuunnos:
(A) s-tason oikea puolitaso kuvautuu yksik-
kaympyrin sisille
(B) s-tason taajuusakseli 70 kuvautuu z-tason

v-aleseliksi
(C) ‘s-tasossa oleva epéstabiili suodin on myés
ashOssa epistabiili

(D) toteuietasn sijoituksella s = f 1 2 "r, jossa
T on nidytteenottoviili

1.6 Analogisuodin H{s) = /(s — ), jossa toa-
Juusvidristymékorjattu  (“prewarped”] rajataa-
juus = k- 0.5, muutetaan digitaaliseksi H(2)
kiyttden bilineaarimuunnosta. Digitaalinen suo-
din on
(A) H(z)=(~1)/{1 -2z
(B) H(Z) (1/8)- (1+271)/(1 = (1/3)=7")
(C) H(z) = (1+=)/(1- =)
(D)) Hz) = (1 +271)/(1 - 3271

1.7 Matlabissa halutaan suunnitella digitaalinen el-
liptinen ylipiistisuodin, jonka estokaista loppuu
kohdassa 4000 Hz ja pidstokaista alkaa kohdas-
sa 3000 Hz, Niytteenottotaajuus on 20000 Hz.
Komentoa ellipord varten taajuudet pitds nor-
malisoida Matlabia varten. Oikea komento on:
(A) [N, Wn] = ellipord(2*5000%pi,
2%4000%pi, 1, 40, 20000);
(B) [N, Wn) = ellipord(0.2, 0.25, 1, 40,
‘high’);

) [N, Wn] = ellipord(0.5, 0.4, 1, 40);

[N, Wn]l = ellipord(4000, 5000,

"HP?) ;

1.8 Ideaalisen ylipd#stésuotimen Hyp(z) rajataa-
Juus on w, = 37 /4. T4llsin
A)\ hapl0] =0
(B) ) hgp[0] =025
(C) hypl0]=0.75
(D) hgpl0] =1

10000,

1.9 Viitteen 1.8 impulssivasteesta hyp[n] saadsan
helposti alipiéstésuodin kn] kertomalla (modu-
loimalla) lukujonolla (—1)", eli Aln] = hgpln] -
(=)™ Mika on suotimen hln] rajataajuus?

(B) we=nu/2
(C) we=3r/4
(D) we=m
1.10 Diskreetti TFourier-muunnos (DFT)  voidaan
lagkea tehokkaasti hybdyntden muunnosten

symmetrisyysominaisuuksia. Kurssin  pistelas-
kareissa laskettiin DFT: “radix-2 DIT FFT
with modified butterfly computational modu-
le” -algoritmilla, joka on yksi monista FFT-
algoritmeista.

Kuvassa 3 on kyseisen algoritmin laskennan kaa-
viokuva, kun muunnettavan sekvenssin pituus on
N = 128. Perhosyhtilot ovat:

T fo) + W, 8]
0, [o] — WL T, (8]

Wepilo] =
w7-+1[53

jossa Wy = =927/,

Kun muunnettavana sekvenssind on z[n] =
{0,1,2,3,...,127} = n, niin mitéd voidaan sanoa
termistd Us[87]7

(A) Wyl87) =1
) Wy[87] = —64 + 64
(CTNI4[87] = —64 — 647

Wy[87] = 85 — 1174
1.11 Tarkastellaan samaa rakennetta ja sekvenssid
kuin viittimiissi 1.10. Mitki ensimméisen tason
arvoista ¥1[0], ..., ¥1[127] vaikuttavat “ulostulo-
tason” termin Wg[87] arvoon?

x[n] ¢

(A) vain W [87]

(B) vain ¥[23] ja U,[87]
ikki ¥y[n], jossan =0,...,127

(D) mikiin ylliolevista ei ole oikein

1.12 Tarkastellaan samaa rakennetta ja sekvenssid

i kuin viittémasss 1.10. Laske summa § = Wg[0]+
@5[32] + Qs[ﬁ‘f] + \1’5{95].

(A) §=6
§=192
@ §=8128
(D) mikiin yliolevista ei ole oikein

1.13 Tutkitaan reaalisen sekvenssin xz[n] spektrid
| X (e")| kuvassa 2(a). Sekvenssi x[n] sydtetiiin
monen néytteenottotaajuuden (“multirate”} digi-
taalijirjestelmiiin x[n] — — y[n].

Mit4 voidaan sanoa ulostulon spektristi (oletus:
y-akselin skaalaukset oikein)?
mikiin allaolevista ei ole oikein
lostulon y[n] spektri on kuvassa 2(b)
ulostulon y[n] spektri on kuvassa 2(c)
(D) ulostulon y[n] spekiri on kuvassa 2(d)

1.14 Digitaalisen sckvenssin niylteenottotaajuutta
halutaan nostaa (7/5)-osaan alkuperiisesti. Kun
kiiytissi on sopivat “anti-alias” ja “anti-imaging”
suotimet H;{z), niin miki jirjestely tuottaa oi-
kean lopputuloksen?

@Y+t - [17] - [EE) ~
(B) zfn) — [15] = [H(z)| = [17] = vin]
(©) sln) = [Ho()| - [15] = [17] - vl
(D) aln] - [17] = [L3] — [Hr()] - sln]

15| = yln]

JHz(Zz) 5

Kuva 1: (a) ja (b): Monivalintatehtévien 1.2 ja 1.3 kuvia.

[}
T
T 0 b

Kuva 2: (a) | X (e™]], (b) (B)

(C) ja (d) (D)

{‘)‘ b 0 s

: Monivalintatehtdvan 1.13 kuvia.
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Kuva 3: Monivalintatehtiivien 1.10 — 1,12 ja 5.12 - 5.13 kuva.

2) {VALIKOE ja TENTTI, 6p) Essee: Airellinen laskentatarkkuus (“Anite wordlength”) ja sen vaikutukset.

Ohjeistus: Kiyti selkeds ja tarpeeksi isoa kiisialaa. Jaottele tekstisi kappaleisiin, Jos hahmottelet kuvia, muista
selittdd ne. Luettavuus on vksi arviointikriteeri.

3) (VAIN TENTTIL, 6p) Adnisignaalista, jonka niytteenottotaajuus fp = 20 kHz, on laskettu erilaisia taajuusesi-
tyksid ja havaittu, ettd hydtysignaall on taajuuksilla 0...7000 Hz ja héiridsignaali 8000 ., . fr/2 Hz. Suunnitel-
laan FIR-tyyppinen alipdistosuodin ikkunamenetelmilld. Valitaan menetelmissi tarvittava —6 dB rajataajuus,
joka vastaa siis ideaalisen suotimen rajataajuutta, kohtaan f, = 7500 Hz ja siirtymikaistan (“transition band”)
leveydeksi A f = 1000 Hz. Kiytetiin ikkunointiin Blackman-ikkunaa, jonka tiedot 16ytyviit taulukosta 1.

a) Suotimen asteluvun kasvattaminen kaventaa siirtymikaistan leveytti. Arvioi sopiva asteluku N kilyttien
taulukkoa 1.

=

Kirjoita ideaalisen alipiiistésuotimen impulssivasteen lauseke hideal[”]. Laske ja ilmoita numeerisesti kol-
men merkitsevin luvun tarkkuudella {esim. —140, 2.31, 0.00621) suotimen impulssivasteen arvot Rigea [—7],
Rigear[0], hidear]7] jo Rigen[2007].

) Kayttien Blackman-ikkunaa toteuta FIR-suodin hpr[n] (a)-kohdan asteluvulla. Laske ja ilmoita numeeri-
sesti kolmen merkitsevin luvun tarkkuudella suotimen impulssivasteen arvot herr|—7], hpm[0], hem[7) ja
herr [2007].

o

Mininum stopband | Length of transition
Window | wn], -M <n <M attenuation band Aw
| Blackman | 0.42 + 0.5 co -%) +0.08cos(F5y) | 75.3 dB 5.56m/M

Taulukko 1: Tehtivi 3: Blackman-ikkunafunktion ominaisuuksia.

4) (VAIN TENTTI, 6p) Tutkitaan kolmen LTI-jirjestelmén sarjaankytkentid kuvassa 4. Tiedetdin, et‘ra hl [n] =
(5[n — 1] = §[n - 2] ja koko kaskaadijiirjestelmé h[n] = 26[n] — 58[n — 1] + 58[n — 2] — 38[n — 3] + o[n -

a} Miké on suotimen haln] impulssivaste? Muista niyttii tarvittavat vilivaiheet!
b) Piirrd by [n)m ja hyln)n napanollakuviot sekd hahmottele niiden amplitudivasteet | Hy (7).

¢) Mitd voit sanoa jirjestelmien hy[n|, ha[n] ja hln| stabiiliudesta ja kausaalisuudesta niiden ominaisuuksien
méidritelmiin perustuen? Osoita.

ﬂ-{ hﬂnﬂ—»[ hyn] }—-‘ hn] }ﬂ-

Kuva 4: Tehtévén 4 kaskaadikytkents.

5) (VAIN TENTTI, 14 x 1p, max 12 p) Monivalinta. Viittimissi on 1-4 oikeaa vastausta, mutta valitse yksi ja
vain yksi. Tiyt4 erillisille lomakkeelle, johon rastita myés, teetkd vilikokeen vai tentin.

QOikea valinta +1 p, viiird valinta —0.5 p, ei valintaa 0 p. Perusteluja ei tarvita. Vastaa niin moneen kuin haluat.
Tehtéivin maksimipistemaird on 12 ja minimimaérd 0.

5.1 Tutkitaan diskreettiaikaista jirjestelmdd y[n] = (B) kuvassa 8(b)
dz[dn + 2]+ 1: ! (C) kuvassa 8(c)
(A) se on lineaarinen | (D) kuvassa 8(d)
(B) se on aikainvariantti 5.9 Suotimen taajuusvaste on H (&™) = 1+0.1e" %%
(C) se on kausaalinen (A) impulssivaste on 8 merldkid pitki

(D) mikién yllfolevista i ole oikein (B) suotimen nollat ovat tasavilisesti samalla
5.2 Sekvenssin z[n] = cos{mn/3) + 2sin(0.25mn) — ympyrin kaarella
sin(2mn/16) perusjakso No: (C) vaihevaste on lineaarinen
(A) No=2 (D) suotimen asteluku on 2
B 5.10 Tutkitaan siirtofunktiota H(z) = 1/(1 — 527" +
{(C) No=48 6z72). Valitsemalla. suppenemisalue (ROC, “re-
(D) Ng =768 gion of convergence”)
5.3 Sekvenssi z[n] = cos(0.257wn?%) (A) |2| < 2 saadaan stabiili suodin h[n]
(A) eiole jaksollinen (B) |2| < 3 saadaan stabiili suodin h[r]
(B) on jaksollinen, mutta perusjakson pituus on (C) |z| > 3 saadaan stabiili suodin h[n], joka on
o] myds kausaalinen
(C) perusjakso Ny = & (D) tavalla tai toisella — suotimesta ei saada sa-
(D) mikisn ylldolevista ei ole oikein malla kausaalista ja stabiilia
5.4 Miki on kausaalisen ja stabiilin siirtofunktion 5.11 Erdin (monotonisen) y{ip'ziéistbsuotimezn siirto-
H(z) = 1-15—25;23 kifnteismuunnoksen hlr] ar- funktio on H(z) = K - (1 - ?Z_l +27%). Jotta
vo kohdassa n = 3 kolmen merkitsevin numeron suotimen maksimi on skaalattu ykkiseksi, niin
tarkkuudella? kerroin K pitéd olla
(A) hl3] = —-0.952 (A) K=05
) h[3] = —0.375 (B) K=1
(C) h[3]=10.375 (C) K=2
(D) h[3] =0.952 (D) mikiin ylliolevista ei ole oikein
5.5 Katso jatkuva-aikaisen reaalisen signaalin spekt- 5.12 Diskreetti Fourier-muunnos (DFT) voidaan las-
rig | X(7)| kuvan 5 ylirivilli. Nidytteistetiin kea tehokkaasti hyddyntien muunnosten sym-
taajuudella fr = 10 kHz. Sekvenssin z[n] spektri metrisyysominaisuuksia.
on kuvan 5 alarivin Kuvassa. 3 on erdin FFT-algoritmin, “radix-2
(A) (a) DIT FFT with modified butterfly computational
(B) (b) module” algoritmin las.kcn.nau kaaviokuva, kun
(©) () muunnette.)jv‘z.\n sekvenssin pituus on N = 128. Ns.
| perhosyhtélit ovat:
(D) (d) |
5.6 Jotta signaali ei vierastu (aliasing) niytteistylk- Vo] = Tole] + WU, |3
sessé, niytteenottovilin T, tulee olla Tl = Uolo] - WL[B
(A) vihintdin kymmenen kertaa niin suuri kuin ]
signaalin korkeimman taajuuden taajuus jossa Wy = e~ 327/,
(B) vihintéin kaksi kertaa niin pitké kuin sig- Kun muunnettavana sekvenssind on z(n| =
naalin korkeimman taajuuden perusjakson Tg {0,1,2,3,...,127} = n, niin mitd voidaan sanoa
(C) enintiiin puolet signaalin korkeimman taa- termistd W3[73]7
juuden perusjaksosta Ty (A) T3[73|=-1+4j
(D) mikéén ylldolevista el ole oikein (B) Uy(73] = —64+ 645
5.7 LTI-suotimen H{z) napancllakuvio kuvassa 6{a) (C) Wa[73] = —64 — 645
vastaa parhaiten magnitudivastetta | (D) W3[73] = —73 + 1057
(A) kuvassa 7(a) 5.13 Tarkastellaan samaa rakennetta ja sekvenssia
(B) kuvassa 7(b) kuin viittdmésss 5.12. Laske summa § = Wg[0]+
(C) kuvassa 7(c) Ws[32] + We[64] + Ts[96].
(D) kuvassa 7(d) (A) S=6
5.8 LTI-suotimen H{z) magnitudivaste kuvassa 6(b) (B) 5§=182
vastaa parhaiten napanollakuviota (C) 5=8128
(A) kuvassa 8(a) (D) mikéin ylldolevista ei ole oikein



5.14 Digitaalisen sekvenssin  niytteenottotaajuutta | (A) z[n] — — — — y[n|

halumdn nostaa (7/5)-osaan dlkuper.mesm Kun F )
Ossi on sopival Yanti-alias” ja “anti-imaging” (B) z[n] — = [H(z)|— = yln]
=l

suotimet H;{z), niin miki jirjestely tuottaa oi- =g
kean lopputuloksen? (C) =ln] p{z)|—
(D) aln) = |Hi(z) | — |1 7{— 15| y[n

{
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Kuva 5: Monivalintatehtéivin 5.5 kuvia. Ylirivi: jatkuva X (j§2), alarivi: vaihtoehdot (A) | (B) , (C) , (D)

o
o5
<
5
&
E of 58
i
E
04
<
ab o
- 5 0 05 0z o4 08
Roal Part aorm. ang. freq.4 ]

Kuva 6: (a) ja (b): Monivalintatehtivien 5.7 ja 5.8 kuvia.
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Kuva 7: (a), (b), (¢) ja (d): Monivalintatehtéivien 5.7 kuvia.
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Kuva 8: (a), (b}, (c) ja (d): Monivalintatehtévien 5.8 kuvia.



T-61.3010 DSP Table of formulas, spring 2007

Disclaimer! Notations, e.g. w or {2, may vary from hock to book, or from exam paper to other.

Even and odd functions:
Even{z(t)} = 0.5 [x(t) + (—1)]
Odd{z(t)} = 0.5 [2(t) — z(-1)]

Roots of second-order polynomial:
ax?+bz+c=0

x = (—b+ b2 — dac)/(2a)
Logarithms:

log{(A-B/CY’) =D (log A+ log B —
log, b =log.b/log, a

decibels: 10log,,(B/By), 201og,4(A/Ag)
10log,4(0.5) = —3.01 dB, 20log,,(0.5) =2
20log,,(0.1) =

log C)

—6.02 dB
—20 dB, 2010g,,{0.01) = —40 dB

Complex numbers, unit circle:
i=§=+-1=-1/j
z =1+ jy = rel?
r= /22 3
6 = arctan(y/z) + nm, (n=0,ifz > 0n=1ifzx <0)
z =1 cos(f), y=rsin(h)
/% = cos(8) + j sin(d) (Euler’s)
cos(f) = (1/2) - (99 + 779, sin(f) = (1/25) - (ef? — e~
2123 = ryreed OHO2) o) a0 = (r) frg)ed(B1-02)
= e/ = M cos @ + jsinf)® = ™ (cos nd + § sinnb)

Yz = Vrel® = | Y| el 2N k=012, N -

Trigonometric functions:

1° = /180 radians == 0.01745 rad, 1 rad = 180° /7 = 57.30°
sinc(#) = sin{mwd)/(w6)

sin(#) /¢ — 1, when 8 — 0; sinc(f) — 1, when § — 0

cos? (8) +sin?() = 1

cos?(8) + sin®(8) = 1

sin(@) =6 4 + &~ 4 (=1)" kg::l')l & ... (Taylor)
cos(@) :1-‘»%? +i: — (= W+"' (Taylor)

g 0 E /6 | w4 | /3

sin(d) | 0 D 5 | \,"’5/2 \,‘/3:/2 |

cos(d) | 1 f,z ‘ V22 05 |

[ w2 | 3m/4 S —m/2

sin(f) | 1 V2/2 |0 -1

cos(@) | O —2/2 | -1 0

7 a2 3.1416, +/3/2 A= 0.8660, /2/2 = 0.7071
Geometric series:
Z'H?) a” ms’
Tioen=Llya,

Continuous-time unit step and unit impulse fun.:

la] <1

lal < 1

1,t>0
t) =
#(t) {0 t<0
Salt) = d ,LLA\“ (5(1’,) = lima o 55(2‘.) [Dirac's delta)
o etde =1

22 6(t = to)a(t) dt = x(to)
In DSP notation 2md(t) is computed 2 [ 6(1) - 1dt = 2m,
when t = 0, and = 0 elsewhere.

Discrete-time unit impulse and unit step functions:

1, n= 1, n>
5[] = , n=20 il ,ynz0
: 0, nz0 . 0, n<0
Convolution
Conmlution is commut,ati\e associative and distributive.
=h(t)®=z(t L h(T)z(t — T) dr
"= hn]® x[n] km,w hk]z(n — k)

yon] = hn)@ zlr] = TN hlkjel<n—k > p)
Correlation:

Tayll] = e o #lnluln — 1] = =li] & y|-1]
raell] = DA% wnfaln - 1]

Mean and variance of random signal:
mx =B[X] = [apx(z)dz
0% = [(z — mx)?px (z)dz = B|X?] — m}

Frequencies, angular frequencies, periods:
Here f; (also fr later) is the sampling frequency
Frequency f, [f] = Hz = 1/s

Angular frequency @ = 27 f = 27/T, [Q)] = rad/s
Normalized angular frequency

w=2nQ/0 =2nf/f,, [w] = rad/sample
Normalized frequency in Matlab

Farariap =21/ fo, [fararpas] = 1/sample

Integral transform properties

Here all integral transforms share some basic properties.
Examples given with CTFT, z[n] « X(e¥), mi[n] <
X (e*), and z3[n] < Xo(e/*) are time-domain signals with
corresponding transform-domain spectra. a and b are cons-
tants.

Linearity. All transforms are linear.

az1[n] + baa[n] « aX (™) + bXa(e™)

Time-shifting. There is a kernel term in transform, e.g.,
xln — k]« em I X (o)

Frequency-shifting. There is a kernel term in signal e.g.,
eIk n] e X (edtwmwed)

Conjugate symmetry.

z*[n] « X*(e™7%)

If z[n] € R, then

X(ed) = X*(e™iv)

X (e5)] = | X (e75%)|

LX () =~/ X (e7I%)

If z[n] € R and even, then X (e/*) € R and even.

If {n] € & and odd, then X (/) purely € C and odd.
Time reversal. Transform variable is reversed, e.g.,

z[—n] & X(e™%)

Differentiotion. In time and frequency domain, e.g.,

zn] —z[n - 1] & (1 — e7 )X (&)

nafn] o jaE X (&)

Duality. Convolution property: convolution in time domain
corresponds multiplication in transform domain

z1[n] ® xo[n] « Xq(e?) - Xa(e)

and multipication property: vice versa

zi[n] - zafn] = 2 [, X1(ef) X (e D) dg

Parseval’s relation. Energy in signal and spectral compo-
nents:

Zlen|l? =

Integral transforms

Definitions given in first two lines of each type. Some com-
mon pairs as well as properties are listed. See math reference
book for complete tables.

21— j2¢r ‘X ij}‘z dw

Fourier-series of continuous-time periodic signals:
2(t) = T2 k€5t

ap = & [ra(t)em Mt g

a(t — tg) ++ apekMoto

eg‘Mﬁot_,E(t) - Qg

Jrzalr)m(t — 7)d7 o Tarby

Ta(t)zs(t) — 3 arbe-s

La(t) e jkQoak

Fourier-series of discrete-time periodic sequences:
wln] = 3wy ok edfwon  xln) periodic with N

1 — ik
Ak = 5 Loy 2ln] e7IEOR,
zfn — M] — ageltnM
ejMu)qﬂ:rin] - Gp_pr

aj, periodic with Ny

Continuous-time Fourier-transform (CTFT):
o{t) = & [77 X (i) A0

X(Q) =7 wt)e ™

ot — ty) = X ()

M r(e) o X ({02 - )

Za(t) ® Ty (1) e X (10) X (592)
wa(i)%(i) = 5= X.(10) @ X (59)
Salt) = JRX(59)

ta(t) « j 7 X (7€)

&7 2rd() — ()

cos(Qat) « w5( — Qo) + (0 + Q)
sin(Qot) e G [6(S+ ) — 5(52 — §20)]
z(t) =1 < 2nd(8)

. i< T
x(f):{l’H< 1

o 2sin(01Ty
0, > T i

‘ L9 <« W
s.nﬂgvt{ltg - X{jﬂ) - {1 [ |<

0,1 > W
8(t) 1 7
St —tp) = ed
€™ u(t) o o, where Real{a} > 0

Discrcte—tlme Fourier-transform (DTFT):
znf = 5= fh (&) efm dw

X(e) =32 [n]e Jun - ¥ (e9%) periodic 27
afn = k] > =3 X (e57)
elnnpln] e X (ed@mwrd)

x1[n] ® z2[n] Xl(ﬂjwj < Xa(ed)
ai[n] - zon] e & [ X1(e9) Xa(ef9=D) df
nzn] e j%){(ew)
eI s 27037 Blw — wo — 2wl)
cos(wyn) « T 3, [8{w — wo — 27l) + 8w +wo — 2xl)]
sinfwpn) « 573 [8(w +wo — 2wl) — 8w — wo — 2nl)]
zn] =1 2 ), 8w — 2nl)
Lin| €M infw (N 0.5

z[n] = {ant - My - W

- , 1, 0<lwlsw
sin(Wn) _ Wn )

— smc( Y X (&™) {0‘ W i
dln) =1 )
S[n — k] — e ke
a™pln] < =
N-point Discrete Fourier-transform (DFT):
Connection to DTFT: X (k) = X (&) |uzork/n
Wy = e~ 2m/N
aln) = & T XKW, 0<n<N -1
Xk =N eWwh, 0<k<N -1
zl< n —ng >n) = WO X[K]

W‘,G"k"z:[n] = X[< k—ko >n|
veln] = Anl® eln] « H{k] - X[k] = Y[k]

Laplace transform:

lal < 1

Convergence with a certain ROC (region of convergence).

Connection to continuous-time Fourier-transform: s = j{
_ 1 otie st
z(t) = 355 Jomjou X(s)e*t ds

X(s)= [T =z(t)e "t dt

z-transform:

Convergence with a certain ROC (region of convergence).

Con.nectlon to discrete-time Fourier-transform: z = 9%
zinl = == . X(2)2""1dz C in ROC of X(2)

Xiz) =Yl ealn]z ™
zln — k] e 278X (z)

21[n] @ wz[n] o X;(2) - Xalz)

5[n] < 1, ROCall 2

d[n— k] < 27, all z, except 0 (k > 0) or oo (k < 0)
pln] = ==r, 2l >1

_f"‘[_n"’l]‘_’]i%‘—“fr [zl <1

atuln) = == lzl > al

na"un] o 2y, 2l > lal

(n+1)a™ufn] = gest=rys, 120> lal

v cos(wan)uln] © i, 2] > Il

r sin(won)pfn] — Tograaelt s 2] > 7l

LTI filter analysis

Stability 3, |h[n]| < oo; unit cirle belongs to ROC
Causality h[n] = 0,n < 0; oo belongs to ROC

Unit step response s[n] = Y p___. h[k}

Causal tmnsfe’r' function of order max{M N}:

(1—dpz"?

[ X, (- )
H(:) = B(2)/A(z) = K - Zamatel = g Ugmlicder )

Zeros dm. B(z) =0 Po.!es pn A(z)=0 ‘
Prequency, magnitude/amplitude, phase response, z « e’*

H(e#) = ()] 441
H(e) = H(z)|smesw
H[k] = H(e™)|omank/n

Group delay 7(w) = wéH(eJ“’)
Important transform pairs and properties:
abln— k] —ae” i o a2k
atufn] & 1/[1 —ae ] = 1/[1—az"?]
Rln] = 3o, (ki - afpln )c——»He""):..
(61— 0y ) o0 HE) = 3 (kL= 271)
cm[n kl < ae J’WX(e-T“‘) —az "X ()
y[n] = hin] ® z[n] & Y(2) = H(z) - X(z}

r@ctangular « sinc, sinc « rectangular

LTI filter design (synthesis)

Bilinear transform H(z) = H(s)|s and prewarping
s=k-{1=2z"Y/Q+27Y), k=lork=2/T=2fr
Qprewarpe = k - tan(w,/2), k=lork=2/T=2fr
Spectral transformations, @, desired cut-off

LP-LP z~! = (37! — o)/{1 — az™ 1), where

a = sin(0.5(w, — &)/ sin(0.5(we + &)

LP-HP 271 = —(271 + a)/{1 + az7!), where

a = —cos(0.5{we + @)/ cos(0.5{w, — &¢))

Windowed Fourier series method

o) = 420 TS pln) = snlen) = e sing(22)
0, [w| = we

hrig[n| = hmdca&[ ] w(n] .

Hripl(e®) =5 7, ffldeat(c"e)W'(ej(“”e))d9

Fived window functzom, order N = 2M, —M <n < M:
Rectangular wln] =1

Hamming wln| = 0.54 ++ 0.46 cos((2mn)/(2M))

Hann wln] = 0.5 {1+ cos{(2mn)/(2M)))

Blackman wn] = 0.42 + 0.5 cos( 2E2) + 0.08 cos(£5%)
Bartlett w[n] = 1 — (|n|/M)

Multirate systems

Upsampling (interpolation) with factor L,
z[n/L),n=0,+L,£2L,...

Ty[n] = 0, otherwise

Xu(2) = X(27), Xule?) = X(eF)

Dounsampling (decimation) with factor M,
24[n] = z[nM]

Xal2) = (/M) 355 X (=M MWF),

Xa(e™) = (1/M) Tty X (efle-2mh)/it)

zyn] =
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